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Kurzreferat: 
 
Ziel der Arbeit ist es, auf der Basis von Messungen ein rheologisches Materialmodell 
für technische Gummiwerkstoffe zu erstellen, welches deren Eigenschaften nachbildet, 
insbesondere vorhandene komplexe Zusammenhänge zwischen Relaxation, Erholung, 
Versuchsgeschwindigkeit und Belastungsamplitude. Dabei wird sich auf die 
Simulation von großen einfachen, aber beliebigen Scherverformungen beschränkt, 
woraus ein skalarwertiges Modell resultiert. Anwendung finden generalisierte 
Maxwell-Elemente und generalisierte kontinuierliche Prandtl-Elemente. Verschiedene 
Modellvarianten werden diskutiert. Es wird ein Berechnungsprogramm unter 
MATLAB erstellt. 
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1. Einleitung 
Vor dem Hintergrund einer beschleunigten Entwicklung von Produkten und der 
damit verbundenen Zeit- und Kostenersparnis oder der Nutzung neuer Werkstoffe, 
wird zunehmend mithilfe numerischer Simulation versucht, innerhalb der 
Entwicklungsphase, eine Vorhersage des Bauteilverhaltens zu erreichen. Dadurch 
können schon früh mögliche Schwachstellen aufgedeckt und diese mit konstruktiven 
Änderungen beseitigt werden, ohne dazu einen Prototypen herstellen zu müssen. Der 
Einsatz numerischer Simulation ermöglicht somit, Verbesserungen aus den 
Forschungs- und Entwicklungsbereichen schneller in die Serienproduktion umzusetzen 
und auf neue Anforderungen schneller zu reagieren. Gestützt auf geeignete 
Berechnungsmethoden und natürlich auch auf Experimente zur Bestimmung von 
Materialeigenschaften und –parametern, lässt sich dies umsetzten. Für neuartige oder 
bisher wenig erforschte Materialien steht oft noch die Frage der realitätsnahen 
Modellierung des Materialverhaltens im Raum. Der Simulation eines technischen 
Problems mit einem Werkstoff liegt prinzipiell immer eine mathematische 
Modellbildung dieses Materials zugrunde. Das Materialmodell muss einerseits so 
konzipiert sein, dass sämtliche, beziehungsweise je nach Erfordernis die wichtigsten 
Eigenschaften und Effekte abgebildet werden, es andererseits jedoch auch dem 
Verständnis und einer Berechnung zugänglich bleibt. Letzteres kann beispielsweise 
über eine Struktur von rheologischen Elementen erreicht werden, wie am Beispiel von 
technischen Gummimaterialien in dieser Arbeit aufgezeigt wird. Auf der Basis von 
vorliegenden experimentellen Messungen, die spezielle Effekte zeigen, wird dieses 
Modell vorhandene wesentliche Effekte wiedergeben können. Die Werkstoffgruppe der 
Elastomere fand aufgrund ihrer außergewöhnlichen Eigenschaften schon immer breite 
Anwendung. Auch oder gerade in modernen technischen Konstruktionen sind sie oft 
unentbehrlich und in den meisten Industriezweigen zu finden. Trotz des schon in der 
Vergangenheit entgegengebrachten großen Interesses, verbunden mit umfangreichen 
Bemühungen zum Thema Modellbildung, besteht auch weiterhin Verbesserungspoten-
tial auf dem Gebiet der Simulation von Elastomeren und eine eingehende Forschung 
wird auch in Zukunft notwendig sein. Einen Beitrag dazu soll diese Arbeit leisten. 
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2. Zielstellungen 
Ziel ist es auf phänomenologischer Basis mithilfe eines geeigneten rheologischen 
Modells wesentliche Eigenschaften technischer Gummiwerkstoffe nachzubilden. Dabei 
steht nicht die Parameteridentifikation für ein spezielles Material im Vordergrund, 
sondern primär die qualitative Beschreibung auftretender Effekte. Zugrunde liegen 
neuartige Messungen an gefüllten Gummimaterialien (siehe dazu Ahmadi et al. 2007), 
in denen die Existenz bestimmter Eigenschaften erkennbar wurde. Beschränkt wird 
sich in dieser Arbeit auf folgende aufgetretene Effekte: 
1.) Übereinstimmung von Relaxationskurven verschiedener Deformations-Ge-
schwindigkeiten, deren Zeit um den reziproken Faktor der Geschwindigkeit 
skaliert wird 
2.) Vorhandensein von Offset-Spannungen1 im Material, die offensichtlich auch 
ohne äußere Belastung für t→∞  nicht auf null relaxieren 
3.) Abhängigkeit des Speichermoduls G’ von der Amplitude, der Payne-Effekt 
(auch als Fletcher-Gent-Effekt bekannt) und der Geschwindigkeit bzw. 
Frequenz bei periodischer Erregung. 
Im Ergebnis soll ein Materialmodell vorliegen, welches die oben genannten 
Eigenschaften über rheologische Modelle nachbildet. Zu erwarten ist eine 
Kombination aus diskreten Maxwell-, Kelvin- und Prandtl-Reuß-Elementen, 
beziehungsweise ihre generalisierten kontinuierlichen Entsprechungen. Der 
Parametereinfluss ist zu spezifizieren und Möglichkeiten für Modellanpassungen 
aufzuzeigen. Für die in den rheologischen Modellen auftretenden Elemente ergibt sich 
aufgrund der Charakteristik des durchgeführten dynamischen Scherversuches, bei 
dem symmetrisch um eine Nulllage nur reiner Schub mit Volumenkonstanz (isochor) 
vorliegt, und dem angesetzten Materialmodell nach Neo-Hooke für die Federn, trotz 
                                     
1 Mit dem Begriff Offset-Spannung sei im Weiteren immer eine Spannung benannt, die nach einer 
Deformationsvorgabe, mit Zurückgehen in die Ausgangskonfiguration, für tÆ∞ im Material vorliegt. 
Das heißt, nach einem Deformationszyklus und anschließender Deformationsvorgabe null, bleibt eine 
Spannung ungleich null im Material bestehen. 
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der auftretenden großen und für Gummimaterialien auch typischen Verzerrungen, nur 
ein linearer Zusammenhang zwischen den Schubverzerrungen Fxy und den relevanten 
Schubspannungen xyT  bzw. xyσ  in den Federn. Eine skalarwertige Betrachtung wird 
im Rahmen der Beschreibung des reinen Scherversuchs generell angenommen. 
Aufgrund der Schwerpunkte und dem Rahmen dieser Arbeit, wird keine Erweiterung 
auf den dreidimensionalen Fall eines allgemeinen Stoffgesetzes vorgenommen. 
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3. Überblick Stand der Entwicklung 
Bedeutend für die Nutzung und Berechnung von Materialien ist unter anderem die 
Reproduzierbarkeit ihrer Eigenschaften (Kennwerte, Charakteristik, etc.), welche zum 
einen natürlich durch die Ausgangsstoffe, zum anderen aber auch entscheidend im 
Herstellungsprozess eingestellt werden. Bei herkömmlichen Stählen ist diese 
Materialkennwertekonstanz, aufgrund der jahrzehntelangen Forschung und indus-
triellen Nutzung mit einer breiten Erfahrungsbasis, sehr weit fortgeschritten. Die 
Verfahren werden sicher beherrscht und führen für jede Charge zu voraussagbaren 
Eigenschaften. Im Vergleich dazu besteht für Kunststoffe und ihre industrielle 
Anwendung eine noch junge Forschung. Zwar sind auch hier bereits genaue und 
brauchbare Herstellungsmethoden entwickelt worden, deren Entwicklung aber immer 
noch schneller als bei Stählen voranschreitet. Problematisch zum Beispiel, ist bei 
Elastomeren die praktische Steuerung der Vernetzungsdichte (also die Verteilung der 
Schwefelbrücken) im Bauteil, sodass eine Homogenität oder zumindest 
reproduzierbare Inhomogenität dieser entsteht. Zur Anisotropie beziehungsweise 
Isotropie im Materialverhalten trägt entscheidend die Ausrichtung der 
Makromoleküle im Werkstück bei. Anisotropie allein verhindert noch keine 
Modellbildung und Berechnung, es erschwert diese nur (Æz.B. Einführung von 
Strukturtensoren zur Beschreibung der Richtungsabhängigkeit notwendig). Wenn nun 
aber eine nicht reproduzierbare (In-)Homogenität der Vernetzungsdichte über 
verschiedenen Chargen die Homogenität der Isotropie bzw. Anisotropie im Bauteil 
beeinflusst, lässt sich aus Ermangelung von bekannten Werkstoffparametern 
selbstverständlich keine allgemeingültige Berechnung vornehmen. Bei Elastomeren 
erfolgt die Vernetzung (Vulkanisation) durch Schwefel unter Temperatureinfluss in 
einer Form (siehe auch Kap. 3.3). Diese beiden Einflussgrößen, also das 
Temperaturfeld und das Konzentrationsfeld des Schwefels, wirken sich entscheidend 
auf die spätere Vernetzungsdichte aus, womit eine genaue Steuerung dieser angestrebt 
werden muss, was aber gerade auch die Schwierigkeit darstellt. Praktisch ist die 
Verteilung des Schwefels im Polymer in der Form sehr schwer zu kontrollieren. Für 
die Einstellung des Temperaturfeldes im Inneren des Bauteils gilt dies ebenfalls. In 
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der Summe führt dies dazu, dass auch heute noch zwischen den Herstellungschargen 
mehr oder weniger starke Unterschiede (abhängig von Kenntnis und Erfahrung des 
Produzenten) in den Materialkennwerten, an unterschiedlichen Punkten im Bauteil, 
vorliegen. 
3.1 Meßtechnische Befunde 
Ausgangspunkt für die Modellbildung sind die von Ahmadi, Ihlemann und Muhr 
gemachten Untersuchungen mit symmetrischen zyklischen Scherversuchen an zwei 
Beispielmaterialien (gefüllter SBR und NR). Siehe Abb. 3-4 bis 3-6. Diese geben 
Einblick in die komplizierte Phänomenologie des mechanischen Verhaltens und zeigen 
charakteristische, zum Teil neue Eigenschaften. So zum Beispiel: 
• Amplitudenabhängiges Relaxationsverhalten2, amplitudenabhängige Offset-
Spannung ungleich null nach erfolgter Relaxation  
• Amplitudenabhängigkeit des Speichermoduls G’ (Payne-Effekt) 
• (weitestgehende) Amplitudenunabhängigkeit des Verlustmoduls G’’ 
• Zeitabhängigkeit des Speichermoduls G’ 
• Mullins-Effekt 
• übereinstimmende Relaxationskurven verschiedener Versuchsgeschwindigkeit-
en, deren Zeit um den reziproken Faktor der Geschwindigkeit skaliert wird 
Diese Eigenschaften von Elastomeren finden sich teilweise auch in anderen Quellen, 
siehe dazu Sedlan 2000, Lion, A. 2004/2005 und andere. 
 
Zur Anwendung kam eine Vorrichtung, mit der zylindrische Proben des Elastomers 
einfachen Schubverformungen unterworfen werden können. Einfacher Schub wurde 
genutzt, da sich die daraus ergebenden Gestaltänderungen bei Elastomeren, aufgrund 
des um Größenordnungen kleineren Schubmoduls im Vergleich zum 
Kompressionsmodul, leichter messen lassen als Volumenänderungen. Mit der 
                                     
2 Mit dem Begriff Relaxation verbindet sich im engeren Sinne eigentlich nur ein zeitabhängiges 
Verhalten (Spannungsabfall) unter konstant gehaltener Deformation. Im weiteren Verlauf der Arbeit 
wird dieser Begriff aber auch für einen Abfall des Mittelwertes der Spannung (mean recovery), nach 
Umschalten zu einer periodischen Deformation mit kleinerer Amplitude, verwendet. 
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(zumindest versuchten) geometrisch erzwungenen Volumenkonstanz schließt man 
weitestgehend Verzerrungen, die insgesamt zur Volumenänderung führen, über die 
Inkompressibilitätsbedingung ( ) ( )3 det 1I F F= =  aus. Man hat damit dominierend 
Gestaltänderung vorliegen. Um den verfälschenden Einfluss durch den Mullins-Effekt 
zu vermeiden, wurden die Proben vorbelastet (vorgereckt).  
 
In den genannten Messungen (wie für das finale Modell) wurde als „Belastung“ ein 
Deformationszyklus aufgebracht, der aus einer Abfolge von periodischen 
Wegvorgaben (sinus-, zickzack- bzw. dreieckförmig) mit verschiedener Amplitude 
besteht (Abb. 3-1), wobei es nach Umschalten auf einen neuen Bereich immer zu 
Erholungseffekten kommt. Die auftretenden Beschleunigungen sind so gewählt, dass 
dynamische Effekte, die ihren Ursprung in Trägheitsreaktionen haben, für das 
Material vernachlässigbar sind. Für die Gleichgewichtsbedingung an jedem 
Materialpunkt gilt also bei verschwindenden Volumenkräften , 0ij jσ = . 
 
 
Abb. 3-1: Aufgebrachter Referenz-Deformationszyklus (hier sinusförmig gezeigt), der aus einer Abfolge von 
periodischen Wegvorgaben mit unterschiedlicher Amplitude und Frequenz (maximale Geschwindigkeit ist in 
jedem Zyklus gleich) besteht. Eine zickzack-förmig Variante kommt ebenso zur Anwendung. 
 
Die spezielle Wahl der Abfolge von wechselnden Amplituden dieses Referenzzyklus 
wurde nicht willkürlich in dieser Form gewählt, sondern mit der Intention, Messfehler 
später herausrechnen zu können. Speziell handelt es sich um Nullpunktfehler durch 
Vorverspannungen der Probe, welche, versuchstechnisch bedingt, in geringem Maße 
nicht vermieden werden können. Aus diesem Grund tritt immer ein „positiver“ und 
„negativer“ Zyklus auf, um einen neuen Mittelwert (=neuer Nullpunkt) aus beiden 
bestimmen zu können. Die Daten des Zyklus können Abb. 3-2 entnommen werden. 
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Abb. 3-2: Daten Referenzzyklus aus Abb. 3-1 
          
Abb. 3-3: Vorrichtung für zylindrische Proben   Abb. 3-4: Spannungs-Verzerrungskurve 
 
     
Abb. 3-5: Mittelwert der Spannung nach Umschalten  Abb. 3-6: Mittelwert der Spannung nach Um-
auf neuen Bereich für verschiedene Amplituden:   schalten auf neuen Bereich für alle Ampli-
a=0%, b=2%, c=14% vom Maximum     tuden, mit Nullkorrektur, Spiegelung in posi-
             tiven Quadranten, vertikale shifts und Skalie-
             rung der Zeitachsen 
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Zu der in Abb. 3-4 gezeigten Spannungs-Verzerrungskurve muss gesagt werden, dass 
der vorhandene (hier jedoch schwache) Krümmungswechsel in der Be-, 
Entlastungskurve bei kleinen Werten der Fxy-Komponente, nicht nur auf 
Nichtlinearitäten des Material zurückzuführen ist, sondern auch oder hauptsächlich 
mathematischen Ursachen entstammt. Wesentliche Unterschiede zeigen sich nämlich 
zwischen verschiedenen Darstellungsformen, siehe Beispiel in Abb. 3-7. Deutlich 
erkennbar ist, dass in der Eulerschen Darstellungsform eine andere Hysteresekurve 
vorliegt (umfahrene Flächen sind aber immer gleich, da dissipierte Arbeit gleich) und 
dort keine Krümmungswechsel bei kleinen Verzerrungen auftreten. Eine nähere 
Betrachtung dazu findet sich bei Ihlemann 2003. Grund der Betrachtung ist, dass 
genau überlegt werden muss, welche Effekte man versucht mit einem Modell wie in 
dieser Arbeit nachzubilden. Etwa zu versuchen ähnliche Krümmungswechsel mit 
Eulerschen Größen zu erreichen, macht keinen Sinn. 
 
Abb. 3-7: Darstellungen von jeweils fünf stationärer Zyklen (kein Mullins-Effekt mehr) mit verschiedenen 
Amplituden, eines einachsigen Zugversuchs in unterschiedlichen Darstellungsformen (entnommen Ihlemann 
2003), Links: 2.Piola-Kirchhoff-Spannung über Greenschen Verzerrungsmaß (Lagrange), Mitte: Cauchy-
Spannung über Hencky-Verzerrungsmaß (Euler), Rechts: 1. Piola-Kirchhoff-Spannung über 
Deformationsgradientenkomponente 
 
   
Abb. 3-8: Links: Mullins-Effekt bei einachsigem zyklischen Zugversuch mit verschiedenen Amplituden 
(Ihlemann 2003). Deutlich ist der Entfestigungseffekt erkennbar und das Hinlaufen auf eine stationäre 
Kurve. Rechts: Payne-Effekt 
kein Krüm-
mungswechsel 
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Bezug nehmend auf eine weitere Veröffentlichung (Ahmadi et al. 2005) und den 
daraus vorliegenden Messergebnissen, wird das vorgeschlagene finale Modell 
zusätzlich mit dem in der Veröffentlichung beschriebenen Deformations-Testzyklus 
simuliert. Dieser besteht nur aus einer 100%-Deformationsamplitude (0.1Hz) und 
einem nachfolgenden Bereich mit kleiner 2%-Amplitude (5Hz) besteht. Alternativ 
wurde auch die Frequenz (0.1Hz) im kleinen Zyklus beibehalten, beziehungsweise vor 
dem kleinen Amplitudenbereich ein 10s-Bereich mit Deformation null geschalten. 
 
Abb. 3-9: zusätzlicher (Basis-)Testzyklus. 
Mit den genannten Variationen des Basis-Testzyklus folgen aus der Messung die 
unten dargestellten Ergebnisse. Dabei war hier Hauptaugenmerk der Spannungs-
Deformations-Verlauf (Hysteresekurve). 
  
Abb. 3-10: Ergebnis der Messung. Ausschnitt kleiner Amplitudenbereich der Hysteresekurve vom zuvor 
genannten Testzyklus und Abwandlungen von diesem. Links: Basis-Testzyklus Mitte: Konstante Frequenz 
von 0.1Hz auch für kleine Amplitude gefahren, Rechts: nach Umschalten von Bereich mit 100%-Amplitude 
wird Längung für 10s bei null gehalten, bevor kleine Amplitude gestartet wird.  
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3.2 Existierende Modelle 
Nimmt man die vielfältige und ausführliche Diskussion in der Literatur wahr, wird 
einem bewusst, dass die meisten Modelle eine detaillierte Erklärung des Material-
verhaltens gefüllter Elastomere, bei gleichzeitig widerspruchsfrei passenden 
meßtechnischen Befunden, vermissen lassen. Es gibt prinzipiell physikalisch 
motivierte Ansätze, aber auch umfangreiche phänomenologische Modelle. Eine 
physikalische Theorie, welche die Bindungen von Elastomeren im molekularen 
Netzwerk betrachtet, ist die SOLP-Theorie (Self-Organizing Linkage Patterns). Darin 
wird der Auf- und Abbau physikalischer Bindungen, durch über äußere Belastungen 
im Materialinneren entstehende lokale Bewegungen, mit dem gewünschten Ergebnis 
einer Beeinflussung von Gesamtsystemeigenschaften, nachgebildet. Damit lässt sich 
erstaunlich gut ein bestehender Entfestigungsprozess (Mullins-Effekt) nachbilden. 
Siehe dazu detailliert Ihlemann 2003. Als besonders geeignet für die Simulation von 
stationären Zyklen (Entfestigung abgeschlossen) im Spannungs-Verzerrungs-
Diagramm, erweist sich das MORPH-Stoffgesetz (Model of Rubber Phenomenology). 
Darin kann besonders vorteilhaft der Kurvenverlauf nachgebildet werden. Die für 
MORPH zugrunde liegende Beschreibung wird ebenfalls eingehend in Ihlemann 2003 
behandelt. Zur Modellierung von Relaxationsprozessen kommen generalisierte 
Maxwell-Elemente, weithin genutzt auch in anderen Quellen, zum Einsatz. Durch 
eine ausreichende Anzahl an Maxwell-Elementen lässt sich beliebig komplexes visko-
elastisches Materialverhalten wiedergeben. Im physikalischen Sinne approximieren die 
Maxwell-Elemente das kontinuierliche Relaxationsspektrum des viskoelastischen 
Materials an diskreten „Stützstellen“. Eine realistische Material-Beschreibung wird 
auch über viskoelastische Maxwell Elemente mit prozessabhängigen, nicht konstanten 
Viskositäten versucht (Lion 2005). Die zugrunde liegende physikalische Motivation 
für diesen Ansatz ist, dass sich Abmessungen enthaltener Rußcluster von gefüllten 
Elastomeren während der Belastung ändern. Mit diesem Modell verbunden ist die 
Modellierung einer Amplitudenabhängigkeit des Speicher- und Verlustmoduls über 
das so genannte Kraus-Modell. Es wird ebenfalls von einigen Autoren diskutiert. 
Nachteil ist dort die Beschränkung auf Amplitudenabhängigkeit. Natürlich erhebt 
diese Zusammenstellung keinen Anspruch auf Vollständigkeit. 
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3.3 Materialeigenschaften Elastomere 
Als Elastomere werden Polymere mit weitmaschigen Vernetzungen bezeichnet, die 
formstabil sind und sich mechanisch dadurch auszeichnen, große elastische 
Verformungen aufnehmen zu können. Gummimaterialien bestehen, wie alle 
Kunststoffe, aus langkettigen Makromolekülen, die durch Polymerisation aus 
Monomeren entstehen. Die Besonderheit im Gegensatz zu Thermoplasten, ist die 
Vernetzung untereinander über zusätzliche Bindungen und zu Duromeren die Art und 
Anzahl der Bindungen, sowie die im Ruhezustand geknäult vorliegenden 
Polymerketten. Diese letzte Eigenschaft ist überwiegend Ursache für die große 
elastische Dehnbarkeit, genauer, nur für Verzerrungen die zur Gestaltänderung 
beitragen. Unter Zugspannung kommt es zu einer Streckung und Entflechtung der 
geknäult vorliegenden Polymerketten, welche (fast vollständig) reversibel ist. Diese 
Form der Elastizität - die Entknäulung - wird als Entropie-Elastizität bezeichnet. 
Elastomere speichern damit kaum Feder-Energie, sondern es erfolgt eine Erhöhung 
der inneren Ordnung. Die Energie-Elastizität, wie sie z.B. von Metallen her bekannt 
ist, entsteht durch Abweichen der atomaren Anordnung von der energetisch 
günstigeren Position und leistet aufgrund der geringen Vernetzungsdichte nur sehr 
geringen Beitrag an der Gesamtelastizität (Abts, G. 2007). Energie-Elastizität ist 
aber maßgeblich für das steife Verhalten unter einem hydrostatischen 
Spannungszustand verantwortlich. Allgemein charakteristisch für Elastomere ist, dass 
sich bei der Entknäulung und dem Zusammenziehen eine Geschwindigkeits- und 
Zeitabhängigkeit vom Prozess erkennen lässt (ÆViskoelastizität). 
 
Basisprodukt für die Herstellung von Elastomeren sind die Kautschuke, die einen 
Sammelbegriff für elastische Polymere bezeichnen. Es gibt die „Urform“ NR 
Naturkautschuk, ein Isopren-Polymerisat, aber auch viele synthetische Kautschuke, 
wie beispielsweise SBR (Styrol-Butadien-Polymerisat) oder NBR (Acrylnitril-
Butadien-Polymerisat), um nur einige wichtige zu nennen. Um Kautschuk gegen 
thermische, chemische und mechanische Beanspruchung widerstandsfähig zu machen, 
müssen die Polymere vernetzt werden. Das erfolgt durch Vulkanisation. Dieses 
chemisch-technische Verfahren vernetzt Kautschukmoleküle (üblicherweise über ihre 
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Doppelbindungen) durch Schwefelbrücken und erzielt so erst die für Gummi 
charakteristische Elastizität und Beständigkeit. 
 
Viele Eigenschaften von Gummi ergeben sich aus dem hochmolekularen Aufbau der 
Kautschukpolymere. Insbesondere für technische Gummimaterialien werden die 
Verformungseigenschaften gezielt durch beimengen von fein verteilten Zusatzstoffen 
in den Makromolekülen beeinflusst. Mit diesen Füllstoffen (z.B. Ruß) können 
werkstofftechnische Kenngrößen wie Festigkeits- und Dämpfungswerte eingestellt 
werden, aber auch chemische Beständigkeit (z.B. gegen UV-Strahlung) erreicht 
werden. Das viskoelastisch-plastische Verhalten, welches großen Einfluss auf den 
Inhalt dieser Arbeit besitzt, ist ebenfalls eine Folge des hochmolekularen Aufbaus. 
Dazu gehört weiterhin eine Reihe von Entfestigungseffekten, wie beispielsweise der 
Mullins-Effekt. 
 
Ein weiteres Charakteristikum von Gummimaterialien bzw. allgemein von 
Kunststoffen ist eine starke (nichtlineare) Temperaturabhängigkeit des 
Materialverhaltens, auf die in dieser Arbeit aber nicht eingegangen wird. Die für die 
meisten Kunststoffe vorhandene Glasübergangstemperatur Tg liegt bei Elastomeren 
unter der Einsatztemperatur. Unterhalb von Tg reagieren Elastomere durch einen 
starken Abfall des Elastizitätsmoduls (Schubmodul), was sich durch einen glasartigen 
Zustand ausdrückt. Weiterhin lösen sich unter Temperaturerhöhung die zusätzlichen 
Bindungen der Schwefelbrücken erst ab einer kritischen Grenze, unterhalb der es aber 
schon zu Veränderungen, beziehungsweise sogar Zersetzungen der Makromoleküle 
kommen kann. So bei Polymeren (besonders unter höherer Temperatur), die 
mechanisch belastet werden, wodurch aufgrund der thermischen Molekülbewegung 
das unter Last stehende Netzwerk aus Makromolekülen nach längerer Zeit zerstört 
und parallel dazu ein neues spannungsfreies aufgebaut wird. Dies führt zu einem 
makroskopischen Spannungsabfall, beziehungsweise kommt es nach Abfall der 
äußeren Spannung zu bleibenden Dehnungen. 
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4. Rheologische Modelle 
Mit dem Begriff Rheologie bezeichnet man allgemein die Lehre vom Verformungs- 
und Fließverhalten von Körpern, im engeren Sinne die Theorie der nicht-
Newtonschen Viskosität. Sie wurde als selbstständige wissenschaftliche Disziplin von 
E.C. Bingham begründet. Speziell die Modellrheologie befasst sich mit der 
Nachbildung des mechanischen Verhaltens mithilfe elementarer Grundmodelle (Feder, 
Dämpfer, Reibelement). Dabei wird der phänomenologische Charakter der Theorie 
deutlich. Zur Frage steht nicht die Erforschung und Nachbildung der inneren 
Struktur, sondern nur die Beschreibung des materialspezifischen Übertragungs-
verhaltens zwischen Ein- und Ausgabegröße. Die innere Struktur wird als „blackbox“ 
aufgefasst. Gerade deswegen werden rheologische Modelle auch oft nur eingeschränkt 
Gültigkeit besitzen, da sie für homogene Materialien formuliert sind, in dieser Arbeit 
auch nur für den isothermen Fall und/oder sie nur für ein bestimmtes 
Eingangsverhalten ein reales Ausgangsverhalten liefern. Aber auch mit noch so 
komplizierten Stoffgleichungen wird man nie das gesamte Verhalten eines realen 
Materials genau wiedergeben können. Der klare Vorteil rheologischer Modelle besteht 
in ihrer großen Anschaulichkeit. 
Für die mathematische Beschreibung der rheologischen Modelle wird hier 
ausschließlich ein Kraft-Längen-Zusammenhang gewählt, um Unklarheiten beim 
späteren Vergleich von Spannungen auszuschließen. Derartige Unklarheiten würden 
beispielsweise auftreten, wenn Spannungen aus reihengeschalteten Elementen 
verglichen werden, wie bei zwei in Reihe geschalteten Elementen, worin die Eulersche 
Größe xyσ  beider Elemente in unterschiedlichen Konfigurationen vorliegt, beim ersten 
in der Zwischenkonfiguration, beim zweiten Element in der Momentankonfiguration. 
Die Gleichsetzung von Kräften ist aber problemlos möglich und erlaubt. Das kann 
direkt aus der Anschauung, beziehungsweise aus der verlustfreien additiven 
Aufteilung der Formänderungsleistung gefolgert werden (siehe Ihlemann 2007). 
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4.1 Grundmodelle 
Im folgenden die drei rheologischen Grundmodelle mit ihren Schaltbildern:  
1. Feder, elastisch, mit linearem Kraft-Längen-Zusammenhang, Hooke-Modell, 
l0 ist die Anfangslänge im unbelasteten Zustand, c Federkonstante 
 
( )0( ) ( )f t c l t l= −  
2. Dämpfer, viskos, mit linearem Kraft-Geschwindigkeits-Zusammenhang, Newton-
Modell, k ist die Viskosität 
 
( )( ) dl tf t k
dt
=  
3. Reibmodell, starrplastisch, St. Vénant-Modell, y ist Betrag der Kraft bei der 
Gleiten einsetzt 
 
( )
, 0
sgn , 0
f y falls l
f y l falls l
≤ =
= ≠

   
Für den Zeitverlauf l=l(t) sei für den Dämpfer und das Reibmodell die Stetigkeit und 
stückweise stetige Differenzierbarkeit mit existierenden rechts- und linkseitigen 
Grenzwerten für die Ableitung, gefordert (z.B. an Knicken im Verlauf). An Stellen, 
an denen keine Ableitung existiert, wird beispielsweise festgelegt, den linksseitigen 
Grenzwert zu nutzen. Elemente mit anderen Eigenschaften entstehen nun durch 
geeignete Kombinationen dieser 3 Grundtypen in Parallel- und/oder Reihenschaltung. 
Einschränkend muss gesagt werden, dass nicht alle Verschaltungen sinnvoll sind (z.B. 
mehrere Prandtl-Elemente in Reihe), beziehungsweise unterschiedlichen 
Kombinationen das gleiche mathematische Verhalten liefern. 
(4.1)
(4.2)
(4.3)
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4.2 Viskoelastisches Verhalten 
Im Gegensatz zur Eigenschaft von elastischen Materialien, mechanische Energie ohne 
Dissipation zu speichern, dissipieren viskose (newtonsche) Materialien die gesamte 
aufgebrachte Energie ohne jegliche Speicherung3. Reale Materialien besitzen immer 
beide Eigenschaften, mit mehr oder weniger vernachlässigbarer Ausprägung. Eine 
andere Betrachtungsweise, Materialien zu charakterisieren, ist über ihr Antwort-
verhalten auf eine Deformation oder Belastung. Bei viskoelastischen Materialien stellt 
man fest, dass es unter einer sprunghaft aufgebrachten und dann konstant gehaltenen 
Belastung auch zu einer sprunghaften Deformationsreaktion kommt, ebenso aber 
auch zu einem Fließprozess. Es treten also Elastizitäts- und Kriecheffekte gleichzeitig 
auf. Zum weiteren Verständnis für den allgemeinen Belastungsfall ist es hilfreich, ein 
Gedankenexperiment zu betrachten, in dem das oben beschriebene Material zwei 
unterschiedlichen und zeitversetzt aufgebrachten plötzlichen Belastungen ausgesetzt 
wird. Nach der ersten Belastung, aber noch vor der zweiten, antwortet das Material 
mit einem zeitabhängigen Kriechverhalten, welches unter anderem von der Höhe des 
ersten Sprungs abhängig ist. Für die zweite Belastung würde ebenso ein 
zeitabhängiges Kriechen folgen, das Kriechen aufgrund der ersten Belastung setzt sich 
aber unbeeinflusst fort. In der Summe widerfährt dem Material damit eine 
zeitabhängige Antwort f(t), die von allen beiden Belastungen abhängig ist und zwar 
nicht nur in Form einer Anfangsbedingung (Kraft) für den zweiten Sprung, wie bei 
rein elastischen Materialien zutreffend, sondern von der gesamten (Belastungs-) Ge-
schichte des Materials. Dieses Verhalten wird auch mit einem Materialgedächtnis 
(memory effect) beschrieben. Dabei postuliert das Boltzmann’sche Superpositions-
prinzip die Abwesenheit von Wechselwirkungen, zwischen zu verschiedenen Zeiten 
aufgebrachten Belastungen, d.h. es tritt keine gegenseitige Beeinflussung auf. Diese 
Annahme ist Grundlage der linearen Viskoelastizität und auch Basis in dieser Arbeit. 
Von einer generellen Allgemeingültigkeit bei Materialien kann aber nicht gesprochen 
                                     
3 Das wird beispielsweise aus den Gleichungen (4.1), (4.2) deutlich, wenn sich unter einer periodischen 
harmonischen Deformationsvorgabe eine Phasenverschiebung zwischen f(t) und l(t) von 0 für (4.1) und 
π/2 für (4.2) einstellt, die ein Maß für die Dissipationsleitung ist. 
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werden. Das zeigt sich schon in vorhandenen Effekten der betrachteten „einfachen“ 
technischen Elastomere, die offensichtlich erschöpfend über die lineare 
Viskoelastizität nicht nachbildbar sind. Die Hypothese, dass die aktuelle Kraft von 
der gesamten Deformationsgeschichte l(t-s) – viskoser Anteil – und der aktuellen l(t) 
– für den elastischen Anteil – abhängt, wird formal ausgedrückt über das Funktional 
( )
0
( ) ( ), ( )
s
f t l t s l t
∞
== Ψ −  
0s
∞
=Ψ  transformiert die Deformationsgeschichte l(t), (-∞,t] in eine Kraft f(t).  
 
4.2.1 Viskoelastische Modelle 
In diesem Kapitel folgt die Einführung einfacher viskoelastischer Modellen, bevor 
später genauer auf Viskoelastizität eingegangen wird. Viskoelastisches Verhalten kann 
durch Zusammenschalten von Dämpfern und Federn erhalten werden. Einfachste 
Modelle dafür sind beispielsweise das Kelvin-Modell (Parallelschaltung Feder 
Dämpfer) und das in dieser Arbeit verwendete Maxwell-Modell mit Feder-Dämpfer-
Reihenschaltung. Für alle weiteren Ausführungen, wird ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit die Anfangsfederlänge lF0 gleich null gesetzt. 
       
  
F D F Dl l l f f f= = = +
⇓        
F D f Dl l l f f f= + = =
⇓  
      f cl kl= +            F Df cl k l= =   
             ( )F D ff cl c l l c l k⎛ ⎞= = − = −⎜ ⎟⎝ ⎠      
                  cf f cl
k
+ =  
 
Die oft verwendete Formulierung des Maxwell-Elementes mit der momentanen 
Dämpfer-Dehnung als innere Variable q, lässt sich aus dem Zusammenhang 
( )F Df cl c l l= = −   und ( ) ( )D D D Df kl c l l l c k l l= = − ⇒ = −   formulieren zu 
(4.4)
(4.5)
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( )
( )
f c l q
cq l q
k
= −
= −  
 
Untersucht man beispielsweise das Zeitverhalten für ein Maxwell-Element nach 
Umschalten von einem Deformationszyklus mit großer Amplitude zu einem mit 
kleiner, wie es wiederholt innerhalb des untersuchten Referenzzyklus vorkommt, so 
lässt dabei die Vermutung erwarten, dass sich bei Vergrößerung der Amplitude des 
kleinen Amplitudenzyklus, hin zu der des großen Amplitudenzyklus, bei einer 
Übereinstimmung beider, keine Relaxation mehr zeigt. 
   
Abb. 4-1: links: Verlauf ab Umschalten für Amplitude=0.02. rechts: Mean recoveries für verschiedene 
Amplituden des kleinen Amplitudenzyklus. Für „kleine“ Amplituden die gegen die Amplitude des 
„großen“Zyklus (=1) streben, ist keine Relaxation vorhanden. 
Als Anfangsbedingungen des Bereichs mit kleinerem Amplitudenzyklus gilt allgemein 
( )0 0ˆ(0) ''f l G= Ω  (siehe dazu später (4.50) mit t=0). Dabei ist 0Ω  Frequenz und 0ˆl  
Amplitude des periodischen Deformationsverlaufs vom vorherigen „großen“ Zyklus 
( )0 0 0ˆ( ) sinl t l t= Ω . Speziell für das Maxwell-Element ergib sich mit (4.52) 
 
 
( ) ( )
0
0 0 0 2
0
ˆ ˆ(0) ''
1
z
f l G l c
z
Ω= Ω = + Ω  
Der „kleine“ Deformationszyklus wird beschrieben über ( )ˆ( ) sinl t l t= Ω . 
Für die Lösung der homogenen Gleichung  
 
1 0f f
z
+ =  
(4.6)
(4.7)
(4.8)
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ergibt sich mit dem Ansatz thf Ke
λ=  der für den „Abfall“ verantwortliche Anteil 
1 t
z
hf Ke
−=  
Und für die partikuläre Lösung mit dem passenden Störgliedansatz 
( )1 ˆ cosf f cl cl t
z
+ = = Ω Ω   
( ) ( )sin cosPf A t B t= Ω + Ω  
( ) ( )
2
2 22 2
ˆ ˆ
1 1
cA c l B l
zz z
Ω Ω= =Ω + Ω +  
Die Gesamtlösung ist dann 
( ) ( )1 sin costzH Pf f f Ke A t B t−= + = + Ω + Ω  
 
woraus sich die Konstante K aus der Anfangsbedingung (4.7) ergibt 
( ) ( )
0
0 2 22
0
ˆ ˆ1 1
11
z cl c K l
z zz
Ω Ω= ⋅ + ⋅Ω ++ Ω  
( ) ( )
0
0 2 2
0
ˆ ˆ
11
z zK l c lc
zz
Ω Ω= − + Ω+ Ω  
Die homogene Lösung beschreibt den Verlauf des Mittelwertes (mean recovery) der 
periodischen Lösung und ist bei gleichen Amplituden (vor, nach Umschalten) und 
unter der hier vorhandenen Voraussetzung einer konstanter Geschwindigkeit über die 
Zyklen, das heißt unter einem bestehenden eindeutigen Zusammenhang zwischen 
Frequenz Ω  und Amplitude lˆ , wie erwartet gleich null. 
 
Für ein reales viskoelastisches Verhalten werden üblicherweise mehrere Maxwell-
Elemente parallel mit einer Feder zusammengeschalten4. Die Feder sorgt dafür, dass 
für eine endliche konstante Deformation ein konstanter Kraftendwert gehalten wird 
(was mit der offensichtlichen Tatsache übereinstimmt, dass die Spannung in einem 
elastomeren Bauteil trotz der Zeitabhängigkeit nicht auf null abfällt, eine bleibende 
elastische Spannung ist immer mit vorhanden). Zusätzlich ist über die einzelnen 
                                     
4 (generalisiertes) Maxwell-Modell = Feder parallel mit (generalisiertem) Maxwell-Element 
(4.9)
(4.10)
(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)
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Maxwell-Elemente eine genauere Anpassung des Relaxationsverhaltens möglich. Die 
bisherigen Untersuchungen mit dem Ergebnis Abb. 4-1 treffen auch für generalisierte 
Maxwell-Modelle zu, nur kommt es zu einer Superposition der Kurven der einzelnen 
Elemente. Auf das geschwindigkeitsabhängige Verhalten der generalisierten Maxwell-
Elemente wird später noch eingegangen. 
 
 
Abb. 4-2: Generalisiertes Maxwell-Modell 
 
4.2.2 Integrale Materialbeschreibung 
Um den Zusammenhang (4.4) konkret aufzustellen, betrachtet man ein linear 
viskoelastisches Material, dessen l(t)-Verlauf durch Deformationssprünge in der 
Vergangenheit angenähert wird (Abb. 4-3).  
 
  
Abb. 4-3: Kontinuierliche und sprungförmige Deformationsgeschichte 
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Basierend auf dem Boltzmann’schen Superpositionsprinzip (keine Wechselwirkung) 
und der Relaxationsfunktion G(t), die das Zeitverhalten von f(t) auf einen 
Einheitssprung H(t) (Heaviside-Funktion) beschreibt, ist der Kraftverlauf durch die 
Summation aller einzelnen Kraftantworten in der folgenden Form gegeben 
 
( ) ( )0 1 1 0( ) ( ) ( ) j j
j
f t l G t l G t l G t l G tϑ ϑ= + Δ − + = + Δ ⋅ −∑…  
iϑ  kennzeichnet die Zeit in der Vergangenheit, an der der i-te Deformationssprung 
beginnt. Für den Grenzübergang mit unendlich kleinen Deformationssprüngen 
( )( )jl dl dl d dϑ ϑ ϑΔ → = →∑ ∫  
führt die Beziehung (4.15) auf das Materialgesetz in integraler Form, wobei ein 
eventueller Anfangswert der Deformation zum Zeitpunkt t=0 berücksichtigt werden 
muss (ist Integrationskonstante, bzw. der Term vor Summe in (4.15)) 
( ) ( ) (0) ( )
t dlf t G t l G t d
d
ϑ ϑϑ−∞
= + −∫  
Diese Form ist sinnvoll zum Ableiten von Eigenschaften und besonders geeignet zur 
Modifikation des Relaxationsverhaltens, welches vollständig mithilfe der Funktion 
G(t) veränderbar ist, wobei allerdings bei beliebigen Relaxationsfunktionen die 
Repräsentation über rheologische Elemente entfällt. G(t) ist hier eine skalarwertige 
Funktion, im allgemeinen Fall der Behandlung eines Spannungs-Verzerrungszusam-
menhanges aber tensorwertig Æ ijklG . Die untere Integrationsgrenze kann über die 
Gültigkeit von l(t) und G(t) von −∞  auf 0 eingeschränkt werden, denn es gilt l(t)=0 
und G(t)=0 für 0t−∞ < <  mit G(t), dG/dt stetig auf 0 t≤ < ∞ , weshalb vielfach in 
der Literatur das Integral in (4.17) mit den Grenzen 0 und t zu finden ist (in den 
Integralen ist dann je nach Formulierung entweder l(t<0)=0 oder G(t<0)=0). Eine 
alternative Darstellung für (4.17) ergibt sich nach partieller Ableitung 
0
0
( )( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( )
t
t G tf t G t l G t l t l t d
d
ϑϑ ϑϑ
−= + − −⌠⎮⌡  
         
0
( )(0) ( ) ( )
t
G tG l t l t d
d
ϑ ϑϑ
−= −⌠⎮⌡  
(4.15)
(4.16)
(4.17)
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Mit der Substitution s t ϑ= −  und d dsϑ = −  und nochmaligem Vorzeichenwechsel 
vor Integral, wegen Tausch oberer und unterer Grenze, folgt die zweite Darstellung 
         
0
( )(0) ( ) ( )G sG l t l t s ds
ds
∞
= + −⌠⎮⌡  
Eine dritte äquivalente Formulierung für (4.17) ist über die Beziehung 
0
'( ) ( ) (0)G t ds G G
∞
= ∞ −∫  
möglich. Multipliziert man diese mit l(t) 
0 0
(0) ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( )G l t G l t l t G s ds G l t G s l t ds
∞ ∞
= ∞ − = ∞ −∫ ∫  
ergibt sich nach Einsetzen in (4.18) 
[ ]
0
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )G sf t G l t l t s l t ds
ds
∞
= ∞ + − −⌠⎮⌡  
Und letztlich noch eine vierte Formulierung über die Beziehung  
0
( ) '( )
t
l t l dϑ ϑ= ∫  
Multipliziert man (4.21) mit ( )G ∞  
0
0 ( ) ( ) ( ) '( )
t
G l t G l dϑ ϑ= ∞ − ∞∫  
folgt nach Hinzufügen dieser Erweiterung zu (4.17) 
[ ]
0
( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
t
dlf t G t l G l t G t G d
d
ϑ ϑϑ= + ∞ + − − ∞
⌠⎮⌡  
Für Material mit elastischem Anteil (Festkörpercharakteristik) folgt 
lim ( ) 0
t
G t→∞ ≠  
Und für ein viskoelastisches Fluid muss gelten 
lim ( ) 0
t
G t→∞ =  
Für die Relaxationsfunktion G(t) können verschiedene (monoton fallende) Funk-
tionen Verwendung finden. So beispielsweise für ein Maxwell-Element (Kap. 4.2.1) 
(4.18)
(4.20)
(4.19)
(4.23)
(4.24)
(4.21)
(4.22)
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( )
c t
kG t c e
−=  
Oder für ein Kontinuum aus Maxwellelementen unter Grenzübergang über die Rela-
xationszeit z=k/c aus (4.25), womit sich ein Spektrum für c(z) verbindet 
1
0
( ) ( )
t
zG t c z e dz
∞ −= ∫  
Für das Spektrum c(z) gilt die Anforderung, dass das Integral (4.26) einen Grenzwert 
für jedes t besitzen muss. Auf den ersten Blick andere Formulierungen von G(t) sind 
oftmals auch über generalisierte Maxwell-Elemente repräsentierbar, was ein Zeichen 
für die bemerkenswerte Variabilität des im Grunde „einfachen“ Maxwell-Elements ist. 
So zum Beispiel kann (siehe Haupt 2002) 
0
( )
1
cG t
t
T
α
α
=
⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠
 
ersetzt werden durch   
1
1 0
0
( ) ( , , , )
t
zG t c z T c e dzα
∞ −= ∫  
was mit 
0
0
1 0 1
( )
( , , , )
( )
T
zT ec z T c c
z
α
α
α
αα α
−
+= ⋅Γ  die generalisierte Repräsentation (4.26) 
annimmt ( ( )αΓ  ist Eulersche Gammafunktion, die den Begriff der Fakultät auf reelle 
und komplexe Zahlen erweitert). 
 
4.2.3 Differentialoperatorform 
Eine weitere Form zur Beschreibung des isotropen viskoelastischen Materialverhaltens 
ist die allgemeine lineare Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten) 
2 2
0 1 2 0 1 22 2
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )df t d f t dl t d l tp f t p p q l t q q
dt dtdt dt
+ + + = + + +… …  
Die kompakter mit D=d/dt in der folgenden Form geschrieben werden kann 
 
( ) ( ) ( ) ( )P D f t Q D l t=  
(4.29)
(4.30)
α>0 (4.27)
(4.25)
(4.26)
(4.28)
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( )
N
k
k
k
P D p D=∑ ,  
0
( )
N
k
k
k
Q D q D
=
=∑  
Das (4.17) tatsächlich eine mögliche Formulierung für (4.29) darstellt, nämlich deren 
Lösung, kann allgemein gezeigt werden (Christensen 2003). Anschaulicher ist es aber 
an einem Beispiel. Möge (4.29) durch die Gleichung für einen 3-Parameter-Körper 
(einfachste Beschreibung viskoelastischer Festkörper, Feder(c0) parallel zu Maxwell-
Element (Feder: c, Dämpfer: k)) gegeben sein 
( ) 00 cccf f c c l lk k+ = + +   
0
cp
k
= , 1 1p = , 00 ccq k= , 1 0q c c= +  
Dann lässt sich die Lösung zweckmäßig über eine Laplace-Transformation von (4.31) 
ermitteln. Zuvor wird aber noch die rechte Seite umgeformt, so dass nur Ableitungen 
von l auftreten und die Annahme getroffen (ohne Beschränkung der Allgemeinheit), 
dass f(0)=0 ist, um die Rechnung zu vereinfachen. 
              ( ) 00 cccf f c c l l dtk k
⎧ ⎫⎧ ⎫+ = + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫L L    
{ } { } { } { }00 1( ) (0) ( ) ( ) ( ) ( )cccs f t f f t c c l t l tk k s− + = + +L L L L   
Umstellen führt auf 
{ } ( ) { }
2
1
0 0( ) 1( ) ( )
( ) ( )
( )
c c cc
f t l t
s c k s c k k s
f s g s
g s
⎛ ⎞+= +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
L L 	
 	
	

 
Die Multiplikation von g1(s)*g2(s) im Bildbereich, entspricht einer Faltung im 
Zeitbereich, was auf das folgende Integral führt 
( ) ( )1 2
0
( )
t
f t g t g dϑ ϑ ϑ= − ⋅∫  
Mit in den Zeitbereich zurück transformierten Funktionen g1 und g2 
 ( ) { }11 1
0
0 0
( )
( ) (1 )
c c ct t t
k k k
g t g s
cc kc c e e c c e
k c
−
− − −
=
= + + − = +
L
 
(4.31)
(4.32)
(4.33)
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{ }12 2( ) ( )
( )
g t g s
l t
−=
=
L
  
ergibt sich die Darstellung (4.17), womit der Zusammenhang offensichtlich ist. 
 
( )
0 1
0
( ) ( ) ( )
( )
t c t
kf t c c e l d
G t
ϑ ϑ ϑ
ϑ
− −= +
−
∫ 	
  
Für die Anfangsbedingungen f(k)(0) gilt noch, dass diese nicht komplett unabhängig 
von denen der l(k)(0) sein können. Diesen Sachverhalt kann man sich z.B. anhand 
(4.31), (4.32) klar machen. Für eine statische Anfangsdehnung l0≠ 0, folgt 
f(0)=(c+c0).l(0). Allgemein formuliert, müssen die folgenden Bedingungen erfüllt sein 
 
( ) ( )(0) (0)
N N
r k r k
r r
r k r k
p f q l− −
= =
=∑ ∑ , k=1, 2,..., N 
 
4.2.4 Innere Variablen 
Eine weitere, oft für die programmtechnische Umsetzung nützliche Formulierung, ist 
die über innere Systemgrößen, sogenannte innere Variablen, Evolutionsvariablen oder 
Zustandsvariablen. Man löst dann nicht (4.29) direkt, sondern geht den „Umweg“ 
über innere Größen, deren zeitliche Entwicklung man ebenfalls erhält, was mitunter 
nützlich sein kann, wenn diese sinnvolle physikalische Größen beschreiben. Dabei 
wird beispielsweise im Maxwell-Element als innere Größe die momentane Länge des 
Dämpfers genutzt. Das erweist sich insbesondere für eine kontinuumsmechanische 
Betrachtung des Maxwell-Elements als vorteilhaft, da hier eine gedankliche Zerlegung 
des Deformationsprozesses in zwei aufeinander folgende Teildeformationen 
1
F  und 
2
F , 
die einem hyperelastischem (Feder) und einem viskosem Stoffgesetz (Dämpfer) 
zugeordnet werden können, möglich ist. Der Punkt zwischen Feder und Dämpfer 
beschreibt dabei eine Zwischenkonfiguration. Der Deformationsgradient der zweiten 
Teildeformation 
2
F  kann dann als innere Variable, äquivalent zur Längenänderung im 
Dämpfer, definiert werden. 
 
 
(4.34)
(4.35)
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Abb. 4-4: Kontinuumsmechanische Betrachtung: Multiplikative Zerlegung des Deformationsprozesses bei 
finiten Deformationen für ein Maxwell-Element 
 
Für die vorliegenden einfachen skalarwertigen Zusammenhänge, mit der Möglichkeit 
der Addition der Einzellängenänderungen, wird aber  prinzipiell lD als innere Größe 
angesetzt. Für andere zusammengesetzte rheologische Elemente, wie zum Beispiel das 
Prandtl-Reuß-Element, kann ebenfalls eine Formulierung über eine innere Variable 
gegeben werden, die dort die plastische Längung im Reibelement darstellt. Das 
generalisierte Maxwell-Element ist in der folgenden Form über n innere Variablen 
qi=lDi ausdrückbar (siehe auch Herleitung einzelnes Maxwell-Element Kap. 4.2.1) 
( )
( )
1
für i=1,..., n
n
i i
i
i
i i
i
f c l q
c
q l q
k
=
= −
= −
∑

 
4.2.5 Fraktionale Formulierung 
Zur Erweiterung der differentiellen Formulierung mit ganzzahligen Ableitungen (Kap. 
4.2.3) können auch gebrochen rationale Ableitungen zugelassen werden. Dabei 
interpoliert die Funktion f(t) oder l(t) für 0 1α< <  zwischen ihr selbst und ihrer 1. 
Ableitung. Eine Einführung dazu findet sich in Schmidt&Gaul 2002, Woike 2006 und 
Haupt 2002. Für die fraktionale Ableitung gilt die Definition 
( )
0
1 1 ( )( )
(1 )
t
d dff t d
ddt t
α
α α
ϑ ϑα ϑϑ= Γ − −
⌠⎮⌡
 (4.37)
(4.36)
 4. Rheologische Modelle 
 
Diplomarbeit Christian Scheffler, 2009  26 
Ein möglicher fraktionaler Ansatz für ein viskoelastisches Modell kann über 
Fraktionalisieren der Ableitung in (4.2) gewonnen werden. Mit Relaxationszeit z=k/c 
beschreibt der Zusammenhang 
( ) ( )df t c z l t
dt
α
α
α=  
für α=0 entsprechend (4.1) eine ideale Hooke’sche Feder ( )f t c l=  und für α=1 nach 
(4.2) einen rein viskosen Zusammenhang ( )f t k dl dt= . Für die Beschreibung des 
klassischen Maxwell-Elements (Kap. 4.2.1) erhält man mithilfe von (4.37) und unter 
Beachtung von (4.38) 
1( ) ( )d df t f t c
dt z dt
α α
α α α+ =  
Wofür sich als Lösung ergibt (längere Rechnung über Laplace-Transformation) 
( )
0
( )( )
t
t dlf t c c d
z d
α
α
ϑ ϑ ϑϑ
⎡ ⎤⎛ − ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⌠
⎮⎮⌡
 
cα(x) ist darin die sogenannte Mittag-Leffler-Funktion 
0
( )
(1 )
k
k
xc x
kα α
∞
=
= Γ +∑  
deren Summe für beliebiges x auf einen Endwert konvergiert. Sie stellt die 
Relaxationsfunktion des fraktionalen Maxwell-Elements dar. Über den Parameter α , 
der nur sinnvoll in den Grenzen 0<α <1 zu wählen ist, kann nun das 
Relaxationsverhalten beliebig eingestellt werden. Eine numerisch günstigere und in 
einem noch folgenden Beispiel auch verwendete Formulierung der Mittag-Leffler-
Funktion (Haupt 2002) ist durch (4.42) gegeben, wobei es aufgrund der Struktur des 
Integranden genügt das Integral numerisch mit relativ „kleiner“ oberer Grenze 
auszuwerten. 
0
cos( )
1arctan
sin( ) 2
x
xz
t c tc e dx
z
α
α
α
απ
π ααπ απ
∞
−
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎢ ⎥− = − −⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⌠
⎮
⎮
⎮
⎮⌡
 
(4.38)
(4.39)
(4.40)
(4.41)
(4.42)
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Eine Generalisierung von fraktionalen Maxwell-Elementen, mit den bekannten 
Vorteilen (Geschwindigkeitsunabhängigkeit G’’), ist auch möglich. Damit lässt sich 
ein anderes Relaxationsverhalten als über reine generalisierte Maxwell-Elemente 
einstellen, die nur gegen eine einzige mögliche Grenzkurve konvergieren (konstante 
Federsteifigkeiten angenommen). Nachteilig wirkt sich oft die Formulierung mit 
Relaxationsfunktion in der dazu notwendigen integralen Form (4.40) aus. Der 
differentielle Zusammenhang, z.B. für das Maxwell-Element (4.39), kann auch direkt 
gelöst werden. Siehe dazu eine Umsetzung in Schmidt, Gaul 2002. 
Weitere fraktionale Materialmodelle zur Viskoelastizitätsbeschreibung finden sich bei 
Lion 2004, 2005 und Sedlan 2000. Darin wird zum Beispiel der Dämpfer nicht direkt 
fraktionalisiert, sondern für die Viskosität ein Ansatz über eine innere 
Zustandsvariable gemacht, die den aktuellen Zustand der Struktur beschreibt. Diese 
wiederum ist fraktional abhängig von der Deformation. 
 
 
4.2.6 Stationäre Antwort auf harmonische Belastungen 
Speziell für die Beschreibung des Materials unter periodischen Deformationen eignet 
sich auch noch eine vierte Beschreibungsweise. Darin wird das Antwortverhalten 
durch den materialspezifischen Speichermodul G’ und den Verlustmodul G’’ 
gekennzeichnet. Beide Größen besitzen eine Geschwindigkeitsabhängigkeit über die 
Frequenz der periodischen Deformation, was aufgrund der Geschwindigkeits-
abhängigkeit des viskoelastischen Materials auch gefordert ist. Für einen allgemeinen 
harmonischen Deformationsprozess 
( )ˆ( ) sinl t l t= Ω  
ist die stationäre (partikuläre) Lösung für ein Maxwell-Element (lineare DGL mit 
konstanten Koeffizienten) in der Form ( ) ( )( ) sin cosf t A t B t= Ω + Ω  zu erwarten, da 
dies der passende Störgliedansatz für (4.43) ist. Ausgehend von der Lösung in 
integraler Form (4.17) mit der Darstellung (4.22) und l(0)=0 aus (4.43) 
 
[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( )tf t G l t G t G l dϑ ϑ ϑ
−∞
= ∞ + − − ∞∫  
(4.43)
(4.44)
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kann das gezeigt werden. Setzt man darin ( )ˆ( ) sinl t l t= Ω , ( )ˆ'( ) cosl t l t= Ω Ω  ein 
( ) [ ] ( )ˆ ˆ( ) ( ) sin ( ) ( ) costf t G l t l G t G dϑ ϑ ϑ
−∞
= ∞ Ω + − − ∞ Ω Ω∫  
und substituiert s t ϑ= − , d dsϑ = − , so folgt mit nochmaligem Vorzeichenwechsel 
durch Integrationsgrenzentausch (da 0 0 0s t t tϑ= − = − =  und u us t tϑ= − = +∞ = ∞  
wäre) 
( ) [ ] ( )
0
ˆ ˆ( ) ( ) sin ( ) ( ) cos ( )f t G l t l G s G t s ds
∞
= ∞ Ω + − ∞ Ω Ω −∫  
und mit ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos ( ) cos cos sin sint s t s t sΩ − = Ω Ω + Ω Ω  
( ) [ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( )
0
0
ˆ ˆ( ) ( ) sin ( ) ( ) sin sin
ˆ ( ) ( ) cos cos
f t G l t l G s G s ds t
l G s G s ds t
∞
∞
= ∞ Ω + − ∞ Ω Ω ⋅ Ω
+ − ∞ Ω Ω ⋅ Ω
∫
∫
 
Bemerkung zum Unterschied in den Integrationsgrenzen zwischen (4.22) und (4.44): 
Siehe dazu Hinweis in Kap. 4.2.2, als untere Grenze in (4.22) kann statt 0 auch -∞  
geschrieben werden, da definitionsgemäß ( )ˆ'( ) cos 0l t l t= Ω Ω =  für 0t < . Für den 
Speicher- und Verlustmodul definiert man nun aus (4.47) 
 
 
 ( ) [ ] ( )
0
' ( ) ( ) ( ) sinG G G s G s ds
∞
Ω = ∞ + − ∞ Ω Ω∫  
 ( ) [ ] ( )
0
'' ( ) ( ) cosG G s G s ds
∞
Ω = − ∞ Ω Ω∫  
Die stationäre Lösung ist damit gegeben durch 
 
( ) ( ) ( ) ( )ˆ( ) ' sin '' cosf t l G t G t= ⎡ Ω Ω + Ω Ω ⎤⎣ ⎦  
 
Durch Einsetzen der Relaxationsfunktion des Maxwell-Elements (4.25) in (4.48) und 
(4.49), erhält man dessen Speicher- und Verlustmodul (Relaxationszeit z=k/c) 
 
( ) ( )( )
2
2
0
' sin
1
s
z
z
G ce s ds c
z
∞ − ΩΩ = Ω ⋅ Ω = + Ω∫  
(4.47)
(4.46)
(4.45)
(4.48)
(4.49)
(4.51)
(4.50)
 4. Rheologische Modelle 
 
Diplomarbeit Christian Scheffler, 2009  29 
( ) ( )20'' cos 1
s
z zG ce s ds c
z
∞ − ΩΩ = Ω ⋅ Ω = + Ω∫  
 
    
Abb. 4-5: links: Verlauf Speicher- und Verlustmodul für Maxwell-Element (c=1, z=1), rechts: Kraftantwort 
auf eine harmonische Belastung (Hysteresekurve) 
Auch für fraktionale Maxwell-Elemente lässt sich ein Speicher- und Verlustmodul 
bestimmen. Er ergibt sich nach Haupt 2002 zu 
 
    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2
2
cos 2
'
1 2 cos 2
z z
G c
z z
α α
α α
α π
α π
Ω + ΩΩ = + Ω + Ω  
    ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2
2
sin 2
''
1 2 cos 2
z z
G c
z z
α α
α α
α π
α π
Ω + ΩΩ = + Ω + Ω  
 
Für eine lineare Feder (4.1) ist der Speichermodul konstant G’=c und Verlustmodul 
G’’=0, da G(t)=c ist. Mit der Kenntnis der Moduli für alle verwendeten Elemente, 
lässt sich in einem System mit parallelgeschalteten Elementen (und prinzipiell 
linearen Zusammenhängen vorausgesetzt), wie in dieser Arbeit vorliegend, der 
jeweilige Gesamtspeichermodul und Gesamtverlustmodul durch einfache Addition 
aller Einzelmoduli bestimmen. So z.B. für ein generalisiertes Maxwell-Modell: 
( ) ( )( )
2
0 2
1 1
' ' '
1
n n
i
Feder i Maxwell i
i i i
z
G G G c c
z= =
ΩΩ = + = + + Ω∑ ∑  
( ) ( )21 1'' '' '' 1
n n
i
Feder i Maxwell i
i i i
z
G G G c
z= =
ΩΩ = + = + Ω∑ ∑  
 
G’’ ist auch ein Maß für die dissipierte Arbeit über einen Deformationszyklus, welche 
nichts anderes als die Fläche der Ellipse ( )''EllipseA G Ω∼  ist. 
(4.52)
(4.53)
(4.54)
(4.56)
(4.55)
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4.3 Elasto-Plastisches Verhalten 
Neben viskoelastischen Eigenschaften findet sich auch plastisches Materialverhalten 
bei Elastomeren, welches im Weiteren auch signifikanten Einfluss auf die Formulie-
rung von materialbeschreibenden Gleichungen haben wird. Wesentlicher Unterschied 
zu anderen Materialklassen ist die Eigenschaft, ab einer kritischen Last plötzlich das 
Verhalten zu ändern, nämlich vom elastischen Zustand in einen plastischen (Material 
fließt) zu wechseln. Bei gleicher Last sind dabei verschiedene Deformationszustände 
möglich. Die Beschreibung plastischen Verhaltens besitzt prinzipiell die Eigenschaft 
der Nicht-Eindeutigkeit (zu gegebener Spannung/Kraft lässt sich nicht direkt die 
tatsächliche Deformation zuordnen) und Geschwindigkeitsunabhängigkeit. Für die 
Eindeutigkeit muss zwingend eine Betrachtung der Deformationsgeschichte erfolgen. 
Typischerweise findet zur Beschreibung elastisch-idealplastischen Verhaltens, d.h. 
ohne jegliche Verfestigungscharakteristik ein Feder-Reibelement nach Prandtl bzw. 
Prandtl-Reuß Anwendung. Idealplastische Elemente (entspricht Coulomb’scher 
Reibung) und endochrone Reibelemente (siehe Krawietz 1986) sind auch denkbar. Es 
besteht die Möglichkeit der Formulierung über eine innere Variable, die beispielsweise 
die plastische Dehnung beschreibt oder ohne diese, direkt über den Kraft-
Dehnungszusammenhang. Letzteres bietet den Vorteil der einfacheren numerischen 
Auswertbarkeit, wohingegen die Formulierung mit innerer Variable zu einer 
leichteren Übertragbarkeit auf generalisierte Prandtl-Elemente verhilft. 
4.3.1 Diskrete Prandtl-Elemente 
Plastisches und elastisches Verhalten kombiniert man rheologisch durch 
Reihenschaltung einer Feder und eines idealplastischen Reibelements (Abb. 4-6 links). 
       
Abb. 4-6: links: Prandtl (-Reuß)-Element, rechts: elastisch-plastisches Verhalten mit linearer Verfestigung 
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Dieses Modell besitzt keinerlei Verfestigungseigenschaft und kann über das Stoffgesetz 
 
,
, 0
c l f y
f
y f y f l
⎧ <⎪= ⎨ = ∧ >⎪⎩ 
 
 
beschrieben werden. Für c→∞  geht es in das starr-plastische Materialverhalten 
(4.3) über. Ein einfaches lineares Verfestigungsverhalten (Anstieg durch Feder c0) 
könnte schon über eine Parallelschaltung wie in Abb. 4-6 rechts erzielt werden. Führt 
man die plastische Deformation als momentane Länge des Reibelements lP ein, so ist 
es möglich, eine Formulierung von (4.57) über diese als innere Variable α  
aufzuschreiben. 
( - )
0
0
f c l
f c l y
l f y f l
α
αα
=
⎧ = − <⎪= ⎨ = ∧ >⎪⎩
  
 
Diese Differentialgleichung ist wegen der Fallunterscheidung nicht geschlossen 
integrierbar. Es muss bereichsweise integriert werden, wobei ta den Umschaltzeit-
punkt auf den aktuellen Bereich kennzeichnet. Dort können Anfangsbedingungen aα  
und al  vorliegen, die sich gemerkt und berücksichtigt werden müssen. 
Lösung für elastischen Bereich: 
0
( )
a
t
t
a
dt
t
α
α α
=
=
∫ 
 
Lösung für plastischen Bereich: 
( ) ( )
( ) ( )
a a
t t
t t
a a
a a
dt l dt
t l t l
t l t l
α
α α
α α
=
− = −
= − +
∫ ∫ 
 
Betrachten wir beispielsweise einen Punkt, wo erstmalig auf den plastischen Bereich 
umgeschalten wird ( 0aα = ), so bleibt f aus (4.58) mit (4.61) korrekt auf 
ay c l c y c= =  stehen. Das Verhalten ist über ein Kraft-Länge-Diagramm gut 
anschaulich zu machen. Eine Generalisierung von Prandtl-Elementen ist durch 
(4.57)
(4.58)
(4.59)
(4.60)
(4.61)
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Parallelschaltung ebenfalls möglich. Dabei kommt es an jedem Punkt, an dem in 
einem Prandtl-Element Fließen beginnt, zu einem Abknicken wegen der verringerten 
Gesamtsteifigkeit. Die beschreibenden Gleichungen lauten zusammengefasst: 
1
( - )
0,
, 0
n
i i
i
i i i i
i
i i i
f c l
f c l y
l f y f l
α
αα
=
=
⎧ = − <⎪= ⎨ = ∧ >⎪⎩
∑
  
 
Beginnt man aus der Ursprungslage (alle Federn entspannt, 0iα = ), rutscht 
demnach das i-te Element bei ( )i i i j iy f c l c lα= = − =  und der erste Knick tritt auf, 
wenn das Element mit kleinstem i iy c l=  rutscht. Eingesetzt in (4.62) 
 
1
1
min
n
i
K i
ii
y
f c
c =
= ⋅∑  
Plastisches Fließen würde letztlich auftreten beim Erreichen von (für 3 Elemente) 
3
3 1 2 3
13
n
K i
i
y
f y y c y
c =
= + + ⋅ =∑
 
 
    
Abb. 4-7: Kraft-Längen-Verlauf für eine Periode zyklischer Belastung links: Prandtl-Element, rechts: genera-
lisiertes Prandtl-Element bestehend aus 3-Elementen 
 
Für die Voraus-Ermittlung der Gesamtmoduli bei harmonischen Deformationen ist es 
erforderlich, den Speicher- und Verlust-Modul für ein einzelnes Prandtl-Element zu 
bestimmen. Natürlich lässt sich immer auch numerisch eine Fourier-
Reihenentwicklung durchführen, woraus sich aus den Koeffizienten der ersten Glieder 
jeweils Speichermodul und Verlustmodul entnehmen lassen, siehe (4.50). Analytisch 
ist das unter Beachtung der Fallunterscheidung auch noch möglich. Es liegt eine 
(4.62)
(4.63)
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Symmetrie 3. Art vor, da gilt ( 2) ( )f t T f t+ = − , mit 2T π= Ω . Für die ersten 
Fourier-Koeffizienten gilt dann 
 
/ 2
1
0
4 2' ( ) sin 1
T
l G b f t t dt
T T
π⎛ ⎞Δ = = ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠∫  
/ 2
1
0
4 2'' ( ) cos 1
T
l G a f t t dt
T T
π⎛ ⎞Δ = = ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠∫  
Woraus sich nach längerer Rechnung mit der Abkürzung x c l y= ⋅Δ  ergibt (Lion 
2005, Lutz&Wendt 2007) 
2
2
1
' 2 2( 2) 1arccos 1
0 1
'' 4( 1) 1
c für x
G c x x x für x
x x
für x
G c x für x
x
π
π
≤⎧⎪ ⎡ ⎤= − − −⎨ ⎛ ⎞ − >⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
≤⎧⎪= −⎨ >⎪⎩
 
 
 
 
Abb. 4-8: Prandtl-Element, links: Kraft-, Längen-Zeit-Verlauf. Der erkennbar abweichende Verlauf in der 
ersten halben Periode im Vergleich zu weiteren Perioden, ist durch den Start bedingt (für die Bestimmung 
von (4.64), (4.65) ist es vorteilhaft statt einer Sinus-Längenvorgabe den Cosinus zu nutzen, da man dann 
nur zwei statt drei Bereiche für das Integral berechnen muss) rechts: G’ und G’’ in Abhängigkeit der 
Amplitude Δl auf der Grundlage von (4.66) und (4.67) 
 
G’ des Prandtl-Elements wirkt also im Sinne des Payne-Effekts 
(Amplitudenabhängigkeit). Die Moduli generalisierter Prandtl-Elemente erhält man, 
wie schon bei anderen Parallelschaltungen, durch Aufsummieren der Einzel-Moduli. 
(4.64)
(4.65)
(4.66)
(4.67)
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4.3.2 Kontinuierliches Prandtl-Element 
Ebenso wie bei viskoelastischen Maxwell-Elementen, lässt sich auch bei plastischen 
Elementen eine Generalisierung vornehmen und zu einem Kontinuum von unendlich 
vielen Prandtl-Elementen übergehen. Das Verhalten kann beschrieben werden durch 
(siehe dazu auch Krawietz 1986) eine Beziehung für den Kraftverlauf 
[ ]
0
( ) ( ) ( ) ( , )f t g l t t d
ξ
ξ α ξ ξ
∞
=
= −∫  
Und eine Gleichung, die die Entwicklung der „ ξ-ten inneren Variablen“ α(ξ,t) über 
der Zeit in Abhängigkeit von l(t) beschreibt 
 
( ) ( ) ( , )( , )
0
l t für l t tt
t sonst
ξ α ξα ξ ⎧ = −∂ = ⎨∂ ⎩

 
 α(ξ,t) kann wieder als plastische Deformation des „ξ-ten Prandtl-Elements“ erkannt 
werden. Um das Verhalten besser zu verstehen, im Folgenden eine genauere 
Betrachtung. Beginnt man im Urzustand mit α(ξ,0)=0, setzt zusätzlich l(0)=0, wobei 
dies ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt und bringt eine monoton ansteigende 
Belastung l(t) auf, so befinden sich alle Elemente von ξ=0 bis ξ=l(t) an der 
Fließgrenze. Die Elemente von ξ=l(t) bis ξ=∞ sind nur elastisch wirksam und 
widerfahren keiner plastischen Dehnung. Es gilt also für alle 
 
( ) : ( , ) ( )
( ) : ( , ) 0
l t t l t
t
l t t
t
ξ α ξ
ξ α ξ
∂≤ =∂
∂> =∂

 
Zum Verständnis der Wirksamkeit der Bedingung in (4.69), stelle man sich das 
Voranschreiten von l(t) aus dem Urzustand [ )( ,0) 0 0,α ξ ξ= ∀ ∈ ∞  bis zu einem 
Maximalwert lˆ  vor, welches ab dem „ ξ-ten Element“, also ab ξ=l(t) dazu führt, dass 
sich wegen Gl. (4.69) α(ξ,t) wie l(t) entwickelt und unter Beachtung der sich ergeben- 
den Integrationskonstanten für α und l (wie in 4.61) sich damit der Abstand l(t)-l0-
α(ξ,t)+α0 nicht vergrößert und konstant bleibt. Betrachtet man gedanklich ein 
(4.68)
(4.69)
(4.70)
(4.71)
 4. Rheologische Modelle 
 
Diplomarbeit Christian Scheffler, 2009  35 
beliebiges Element, z.B. 1 ˆ1 3 lξ = ⋅ , also welches ab 1 ˆ( ) 1 3l t l= ⋅  fließt, so ist die 
Bedingung in (4.69) erfüllt, denn ab diesem Punkt gilt für die weitere Entwicklung 
von ( )1, tα ξ  
 
1
11
1 1 1 1
( , ) ( )
( , ) ( , ) ( ) ( )
t t
tt
t dt l t dt
t
t t l t l t
α ξ
α ξ α ξ
∂ =∂
− = −
⌠⎮⌡ ∫ 
 
 
Mit α(ξ1,t1)=0 (da Entwicklung aus Urzustand betrachtet) und l(t1)=ξ1 folgt 
1 1( , ) ( )t l tα ξ ξ= −  
 
Eingesetzt in die Bedingung bleibt diese für die weitere Entwicklung der inneren 
Variablen, wie vom Fließen gefordert, erhalten. Der Betrag unterdrückt lediglich das 
Vorzeichen, wenn auf der negativen „Seite“ ein Fließen stattfindet.  
Eine für die numerische Umsetzung günstigere Beschreibungsweise erhält man ohne 
innere Variable. Differenziert man (4.68) auf beiden Seiten 
 
0
0 0
( ) ( ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( , )
f t g l t t d
t
g l t d g t d
t
ξ
ξ ξ
ξ α ξ ξ
ξ ξ ξ α ξ ξ
∞
=
∞ ∞
= =
∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂⎣ ⎦
∂= − ∂
∫
∫ ∫
 

 
und betrachtet die Bereiche für ξ, in denen Fließen auftritt ( aξ ≤ ) oder nicht( aξ > ) 
getrennt, so lässt sich unter Beachtung von a lξ α≤ ⇒ =  , 0aξ α> ⇒ =  
schreiben 
0
0
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )
a
a
a
a
a t
f t g l t d g l t d
g l t d g d
g d l t
ξ ξ
ξ ξ
ξ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ
∞
= =
∞
= =
∞
=
= +
− − ⋅
= ⋅
∫ ∫
∫ ∫
∫
  


 
(4.72)
(4.73)
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Dabei gilt bis zur ersten Wegumkehr 
( ) ( )a t l t=   
Nach der ersten Wegumkehr tragen anfangs wieder alle Elemente elastisch (erkennbar 
im Kraft-Länge-Diagramm das ein neuer Kurvenast stets mit dem gleichen 
Tangentenanstieg beginnt), wodurch a(t) folglich wieder bei 0 beginnen muss. 
Allerdings verändert sich die Krümmung, denn die Kurve muss nun erneut auf den 
Endwert |y| zulaufen. Für die Entwicklung von a gilt dabei 
/ ( )letzter Umkehrpunktk y y F= +  
( ) ( )k a t l t⋅ =   
da es zu einem Fließen erst nach k.a kommt (symmetrischer Fließbereich 
vorausgesetzt). Dieses typische Verhalten ist schon vom diskreten Prandtl-Element 
her bekannt (siehe dazu auch Abb. 4-7). Der kleine „Trick“ in (4.75) ist, für die 
programmtechnischen Umsetzung, nicht die Fließgrenze zu verändern, sondern die 
Länge a(t) mit der aktuell gerechnet wird um einen Faktor zu stauchen. Wenn 
FletzterUmkehrpunkt=+y wäre, würde sich für k=2 ergeben. Im Allgemeinen trifft dies aber 
nicht zu. Um den Kraftverlauf zu verfolgen, muss (4.73) mit (4.75) oder einmal mit 
(4.74) integriert werden. Unter Beachtung der Anfangsbedingungen von f(t) und l(t), 
kann das für jeden Bereich (beginnt bei einer Wegumkehr bis zur nächsten 
Wegumkehr) getrennt durchgeführt werden. Es ist also für jeden Bereich ein eigener 
Solver-Prozess zu starten. Dabei sind immer die Daten für f(t) und l(t) an allen 
entstehenden Umkehrpunkten zu speichern, solange, bis sie beim nächsten Überfahren 
gelöscht werden. Entscheidend ist nämlich der Punkt, an dem ein schon gesetzter 
Umkehrpunkt detektiert wird. Dann muss auf die dort endende Kurve „gesprungen“ 
und diese weiter verfolgt werden (siehe auch Erläuterung zu Abb. 4-10). Dabei 
müssen jeweils die letzten beiden Umkehrpunkte gelöscht werden, um eine unendliche 
Schachtelung von Zyklen zu ermöglichen. Detektiert werden können die 
Umkehrpunkte über die Kraft oder die Länge. Die Länge hat sich dafür als 
vorteilhafter erwiesen, da es bei einem sehr flachen Anstieg (z.B. bei zyklischer 
Deformationsvorgabe und sehr großem b, gegen Ende kurz vor einem neuen 
Umkehrpunkt der nahe bei |y| liegt) über die Kraft zu numerischen Problemen bei  
(4.74)
(4.75)
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der Detektion kommt, die durch die Differenzenbildung mit vorherigen (schrittweiten-
bedingt ungenauen) Umkehrpunkten entstehen. Programmtechnisch wurde es in 
dieser Form für ein kontinuierliches Prandtl-Element auch umgesetzt. 
 
 
Abb. 4-9: Kontinuierliches Prandtl-Reuß-Element: Verhalten im Kraft-Länge-Diagramm für eine Einzelbelas-
tung ohne Entlastung und eine periodische Belastung. Zu erkennen ist der gleiche Betrag des Anstiegs mit 
dem die Kurven jeweils beginnen. 
 
  
Abb. 4-10: Links: Testfunktion zum Erkennen des Verhaltens des kontinuierlichen Prandtl-Reuß-Elements. 
Rechts: Ergebnis f-l-Verlauf. Punkte kennzeichnen detektierte Umkehrstellen im Kraft-Längen-, beziehungs-
weise Längen-Zeit-Verlauf. An diesen Punkten „springt“ der Kraftverlauf zurück auf die „alte“ Kurve und 
setzt sich auf dieser fort. Die Krümmung der Kurve nach dem ersten Umkehrpunkt (|y| darf nicht 
überschritten werden) ist entscheidend für die Krümmung aller weiteren Kurven, solange, bis dieser erste 
Umkehrpunkt durch Überfahren gelöscht wird und beispielsweise bei größerem l ein neuer entsteht, aus dem 
sich eine andere Krümmung für die nachfolgende Kurve ergibt. In der obigen Abbildung würde sich diese 
neue Kurve in ihrer Krümmung aber nur unwesentlich unterscheiden, da schon am Umkehrpunkt der zuerst 
betrachteten Kurve, der Kraftwert sehr nahe +y liegt. (⇒PrandtlReussKontinuierlichTestfunktion.m) 
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Erkennbar ist, dass das Modell einen elastischen Bereich nur dann besitzt, wenn g(ξ) 
in einem Intervall [ ]0,ξ ε∈  mit 0ε >  gleich null ist. Andererseits ergibt sich auch 
bei kleinsten zyklischen Längenänderungen eine Hysterese-Schleife.  
Als nicht unerhebliche Schwierigkeit erweist sich die Suche nach einer das Material 
kennzeichnenden Funktion g(ξ). Diese muss als Bedingung einen endlichen Grenzwert 
für das Integral 
 
( )
( )
a t
g d qξ ξ
∞
=∫  für beliebiges 0<a(t)<∞, 
aufweisen, was erfüllt ist durch (G=Stammfunktion von g) 
lim ( ) 0Gξ ξ→∞ =  
Für einen gegebenen Kraft-Verzerrungsverlauf aus dem Urzustand beginnend, ließe 
sich die Funktion g bestimmen über 
2
2
( )( )
( )
d f tg l
d l t
=  
Ausgehend von Gleichung (4.73) kann das gezeigt werden. Schreibt man 
( )
( )
( )
( )
a t
a t
df g d dl
df g d
dl
ξ
ξ
ξ ξ
ξ ξ
∞
=
∞
=
= ⋅
=
∫
∫
 
und trifft, wie genannt, die Annahme, dass aus dem Urzustand α(ξ,0)=0, l(0)=0 
begonnen wird, so folgt aus (4.74) ( ) ( )a t l tξ = =  und weiter d dlξ = . Durch 
nochmaliges Ableiten unter Beachtung von (4.77) erhält man die Beziehung (4.78). 
 
Das Verhalten des Prandtl-Kontinuums, entscheidet sich also nur an der Funktion 
g(ξ). Eine Wahl für g, die die Bedingung (4.76) und (4.77) erfüllt, könnte sein 
 
2
( ) 2 bg ab e ξξ ξ −=  mit 0, 0a b≠ >  
Man erhält durch Integration, wie für (4.73) benötigt 
( )
x
g dξ ξ
∞∫    2( ) bxG x ae−⇒ =  
(4.76)
(4.78)
(4.77)
(4.79)
(4.80)
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Über zwei Parameter – a und b – lässt sich damit das Verhalten des kontinuierlichen 
Prandtl-Elementes beschreiben, was gleichzeitig natürlich eine Einschränkung 
bedeutet, da sich ein wirklicher Verlauf so eventuell nur schwer „modellieren“ lässt. 
Für den Grenzwert y auf den der Kraftverlauf für ( )l t →∞  läuft, ergibt sich mit 
(4.79) aus 
 
0
( ) ( )
2
ag d a y g d
b b
π πξ ξ ξ ξ
∞ ∞
−∞
= ⋅ ⇒ = = ⋅∫ ∫  
Darüber lässt sich, zumindest bei gegebenen b, welches mit für den Tangentenanstieg 
an die Kurve bei l=0 verantwortlich ist, ein für y notwendiges a finden 
 
2 ba y π=  
Bei dieser Formulierung von g brauchen also nur die Parameter y und b vorgegeben 
zu werden. 
 
  
Abb. 4-11: Längen-, Kraft-Zeit-Verlauf für kontinuierliches Prandtl-Element. Über den Parameter b lässt 
sich einstellen wie steil der Anstieg nach einem Umschalten (auf den elastischen Bereich) ist. Im finalen 
Modell ist b relativ groß, 250 gewählt. 
 
(4.81)
(4.82)
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5. Problembezogene Materialbeschreibung 
In diesem Kapitel erfolgt die Beschreibung der konkreten Umsetzung eines 
Materialmodells, welches auf die Anpassung an experimentell gewonnene 
Eigenschaften des Elastomers zugeschnitten ist. Es wird die wichtigsten der 
experimentell identifizierten Effekte qualitativ wiedergeben können, mit der 
gegebenen Möglichkeit einer Parameteranpassung. Konkret handelt es sich um das 
spezifische geschwindigkeitsabhängige Relaxationsverhalten, bleibende Offset-
Spannungen und die Amplituden-, Geschwindigkeitsabhängigkeit von G’, wobei 
letzteres Verhalten nur bedingt einstellbar ist. 
 
5.1 Modellbildung, mathematische Beschreibung 
5.1.1 Beschreibung Scherversuch 
Grundlage für die skalarwertige eindimensionale Betrachtung bildet der Scherversuch 
(Abb. 5-1). Durch ihn wird ein einfacher linearer Zusammenhang zwischen den Scher-
Verschiebungen und den Verzerrungen (Komponenten Deformationsgradient) beim 
Scherversuch offensichtlich. Die Scher-Verschiebungen werden mit s bezeichnet. Für 
die Formulierung wird der Deformationsgradient benötigt. Für die Angabe der 
Koordinaten von F  wird die Größe s, die den Tangens des Scherwinkels darstellt, 
verwendet. 
  
Abb. 5-1: Beschreibung Deformationsvorgang 
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Für den Deformationsgradienten gilt in koordinatenfreier Darstellung (zu dieser 
Betrachtung in aller Ausführlichkeit siehe Ihlemann 2003) 
i
iF g g= D  
Der Ortsvektor r  zu einem Materialpunkt P ergibt sich aus dem Bewegungsgesetz 
entsprechend Abb. 5-1 
( )1 2 2 3x y zr s e e eξ ξ ξ ξ= + + +  
Und hieraus die Basisvektoren ig  der schiefwinkligen Koordinaten zu 
i
i
rg ξ
∂= ∂  
    1 xg e=     11 xg g e= =   
    2 x yg se e= +    22 yg g e= =    j ji ig g δ⋅ =   
    3 zg e=     33 zg g e= =   
 
Der Deformationsgradient folgt dann zu 
 
    
1 2 3
1 2 3
i
i
x x x y y y z z
F g g g g g g g g
e e se e e e e e
= = + +
= + + +
   D D D D
D D D D  
 
    
1 0
0 1 0
0 0 1
s⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
F  
 
Für die weiteren Ausführungen, speziell für das verwendete Maxwell-Element in der 
eine Reihenschaltung von Feder und Dämpfer auftreten, ist es wichtig zu wissen, wie 
sich zwei „hintereinandergeschaltete“ Deformationen verhalten. Nehmen wir an, es 
würde eine vorhandene Deformation (Scherung) in zwei Teildeformationen (wieder 
Scherungen) zerlegt, entsprechend Abb. 5-2. Für große Verzerrungen wird gefordert, 
dass diese Zerlegung multiplikativ auszuführen ist (Haupt 2002).  Mit dem 
Deformationsgradienten für eine reine Scherung aus (5.6) folgt 
 
2 1
F F F= ⋅  
(5.1)
(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.5)
(5.6)
(5.7)
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2 1 1 21 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
s s s s s+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 
2 1
xy xy xyF F F⇒ = +  
Damit wird hier ein einfacher additiver Zusammenhang für die Scherungen erkennbar 
und die Teildeformationen lassen sich wie in Abb. 5-2 darstellen. Die multiplikative 
Zerlegung ist nicht nur, wie unter (5.7) auf zwei Teildeformationen beschränkt,  
sondern allgemein für n-Zerlegungen gültig, womit sich auch die dazugehörige addi-
tive Zerlegung ergeben würde 
1 1n n
F F F F
−= ⋅ ⋅ ⋅…  
Im Weiteren wird diesen Teildeformationen dann jeweils ein anderes Stoffgesetz 
zugeordnet werden, sodass beispielsweise in einem Maxwell-Element die Feder und 
der Dämpfer vorteilhaft getrennt formuliert werden können. Hier reicht aber Gl. (5.7) 
bzw. (5.9), da in dieser Arbeit keine Elemente mit mehr als 2-fachen Reihen-
schaltungen betrachtet werden. Das ein ebener Verzerrungszustand vorliegt, sei auch 
vorausgesetzt (Ihlemann 2003), was im Deformationsgradienten erkennbar wird (5.6). 
 
  
Abb. 5-2: Additive Zerlegung (5.9) einer Scher-Deformation in zwei Teildeformationen für Maxwell-Element 
 
5.1.2 Übertragung Stoffgesetze 
Ausgehend von der Zerlegung im Scherversuch, kommt man für das Gesamtmodell, 
was noch im Kapitel 5.1.3 vorgestellt werden wird, zu der in Abb. 5-3 gezeigten 
(5.9)
(5.10)
(5.8)
 5. Problembezogene Materialbeschreibung 
 
Diplomarbeit Christian Scheffler, 2009  43 
Modellvorstellung der Parallelschaltung von Einzelelementen. Damit können die 
durch die Einzelelemente hervorgerufenen Schubkräfte fi addiert werden. Sie ergeben 
sich aus den Schubspannungen zu i xy if A σ= ⋅ . Für die mathematische Beschreibung 
der einzelnen Elemente werden unterschiedliche Stoffgesetze genutzt, die aber 
letztlich nur skalarwertig betrachtet werden, da unter Beschränkung auf den 
Scherversuch immer nur die xy-Komponente interessiert. So wird für die Federn in 
den rheologischen Elementen allgemein ein hyperelastisches Materialmodell (große 
Verformungen) angesetzt, auf das genauer eingegangen wird und lineare 
Zusammenhänge zwischen Spannung und Deformationsgeschwindigkeit in den 
Dämpfern. Für ein Maxwell- oder Prandtl-Reuß-Element wird aber letztlich direkt 
der aufgestellte Zusammenhang (4.5)/(4.6) beziehungsweise (4.57)/(4.58) für die fi 
genutzt, welche wie schon genannt, für alle Elemente addiert werden.  
 
 
 
Abb. 5-3: Modellvorstellung der Parallelschaltung von nGesamt=n+2 Elementen, mit unterschiedlichen 
Stoffgesetzen unter einer vorgegebenen Scherung 
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Für die Beschreibung der Hyperelastizität liegen ausführliche Beispiele in der 
Literatur vor (z.B. Holzapfel 2000, Willner 2003). Für den isothermen Fall folgt 
 
uψ =   freie Energie = innere Energie (Formänderungsenergie) 
 
Die Formänderungsarbeit hängt bei Isotropie nur von der Verzerrung γ  ab5 
( )ψ ψ γ=     ψψ γγ Δ∂= ⋅⋅∂  
Aus der Entropieungleichung (lokale Form 2. Hauptsatz, Clausius-Duhem-Unglei-
chung), folgt für den betrachteten isothermen Fall in materieller Darstellung 
      0 Tψ γΔ≤ − + ⋅⋅    mit (5.12) und 1
2
CγΔ Δ=   
0 2 T C
C
ψ Δ⎛ ⎞∂≤ − + ⋅⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
   
Die Ungleichung muss für beliebig vorgegebene Deformationen C C
Δ
 gelten, 
woraus bei der betrachteten Geschwindigkeitsunabhängigkeit (da für Federn) folgt 
 
2T
C
ψ∂= ∂   
Gleichung (5.15) stellt eine allgemeine Form einer konstitutiven Beziehung für 
reversibles, homogenes, nichtlineares, anisotropes und isothermes Verhalten bei 
großen Deformationen zur Verfügung. Sie kann natürlich auch mit γ  geschrieben 
werden. Entsprechend (5.15) ist Hyperelastizität dadurch gekennzeichnet, dass sich 
die Spannung als Gradient einer Potentialfunktion erhalten lässt. Aufgrund der 
getroffenen Annahme (5.11) und der Ableitung der Spannung aus der Form (5.13) 
des 2.HS, ergibt sich die thermodynamische Konsistenz automatisch. Um die 2. Piola-
Kirchhoff-Spannung berechnen zu können, muss eine Annahme für die freie Energie 
getroffen werden. Isotropie ist durch Invarianz des Materialverhaltens bei Drehung 
                                     
5 Ganz allgemein hätte ψ als Funktion des Deformationsgradienten angesetzt werden müssen. Da an die freie 
Energie allerdings noch zusätzliche Forderungen gestellt werden, beispielsweise, das sie symmetrisch in den 
Verzerrungen sein muss um die Symmetrie des Spannungstensors zu gewährleisten und unabhängig von 
Starrkörperbewegungen, wurde gleich der symmetrische Greensche Deformationstensor angesetzt. 
(5.12)
(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.11)
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des Koordinatensystems gekennzeichnet und diese Eigenschaft kann darüber 
ausgedrückt werden, dass ψ von den Invarianten des Verzerrungstensors abhängt, da 
genau diese unbeeinflusst bleiben. Sie ist damit eine isotrope Funktion des 
Verzerrungstensor und besitzt die Form 
 ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,I C I C I Cψ ψ=  
Die Darstellung als isotrope Tensorfunktion kann über einen Polynomansatz gesichert 
werden 
( ) ( ) ( )1 2 3
0 0 0
3 3 1 tr srst
r s t
c I I Iψ ∞ ∞ ∞
= = =
= − ⋅ − ⋅ −∑∑∑  
Für T  folgt mit den Ableitungen der Invarianten nach C  weiter 
 ( ) 11 II C C I IC∂= ⋅⋅ ⇒ =∂
 ( ) ( )2 22 1 112 II C I C C C I I CC∂⎡ ⎤= − ⋅⋅ ⇒ = ⋅ −⎣ ⎦ ∂
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 13 33 1 1 1 1 31 3 26 II C I C I C I C I C I CC −∂⎡ ⎤= − + ⇒ = ⋅⎣ ⎦ ∂  
( ) 11 3
1 2 3
2T I I I C I C
I I I
ψ ψ ψ −⎡ ⎤∂ ∂ ∂= + − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
   
 
Die Cauchy-Spannung ergibt sich aus (5.19) zu  
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
3 3
3
1
1 3
1 2 33
2
1 3
1 2 33
1 mit:
2
2
T
T T T T T T
F T F I F I C
I F
F F I F F F F F F I F F F F
I I II C
b I b b I I
I I II C
σ
ψ ψ ψ
ψ ψ ψ
− −
= =
⎡ ⎤∂ ∂ ∂= + ⋅ − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂= + − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦





 
Und durch Umformung mithilfe des Cayley-Hamilton-Theorems 
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)
(5.20)
(5.21)
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( ) ( )
1
2 3 3
1 2 33
2 b I I I b I I
I I II C
ψ ψ ψσ −⎡ ⎤∂ ∂ ∂= + − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
  
Setzt man Inkompressibilität voraus, also 3 1I ≡  und fasst die von der Verzerrung 
unabhängigen Terme zusammen, entsteht ein unbestimmter hydrostatischer Anteil 
 
1
2
1 2 2 3
1
1 2
2 2
1 1
2
b b I I
I I I I
b b qI
I I
ψ ψ ψ ψσ
ψ ψ
−
−
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

 

 
Für die freie Energie ψ müssen nun entsprechend (5.17) Ansätze gemacht werden.  
Bekannte sind zum Beispiel das Mooney-Rivlin-Material  
 ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 3 3I I I Iψ α β= − + −  
Oder die hier gewählte einfachste Formulierung nach Neo-Hooke, in der ψ nur von 
der ersten Invarianten abhängt 
( ) ( )1 1 3I Iψ α= −  
Mit (5.23) und den Ableitungen entsteht 
1 2
0
I I
ψ ψα∂ ∂= =∂ ∂  
 
2 b qIσ α= −  
Mit dem Linken Cauchy-Green-Tensor 
2 1 0
1 0
0 0 1
s s
s
⎡ ⎤+⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
Tb FF  
folgen die einzelnen Komponenten und aus der Randbedingung der unbestimmte 
hydrostatische Anteil q. Eine vorhandene Spannung 0xxσ ≠  wird ignoriert, da hier 
nur Schub betrachtet wird. Relevant für die Betrachtungen in dieser Arbeit ist nur 
die Komponente für die Schubspannung xyσ  
 
2xy yx sσ σ α= =   
(5.22)
(5.23)
(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)
(5.24)
(5.29)
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Man erkennt, dass beim Materialmodell nach Neo-Hooke, trotz der möglichen finiten 
Verzerrungen, nur ein linearer Zusammenhang zwischen den Schubverzerrungen Fxy 
und der Schubspannungen xyσ  besteht. Die Spannung kann über die Scherfläche A 
(die in der Momentankonfiguration gleich der der Referenzkonfiguration ist, da 
Inkompressibilität des betrachteten Volumenelementes) in eine äquivalente Kraft fi 
umgerechnet werden, in der auch wieder der lineare Zusammenhang zwischen fi und 
der Scherung s offensichtlich wird 
 
2xy i
if s c sA A
σ α= = ⋅ = ⋅  
Setzt man statt der einheitslosen Scherung s direkt die Scher-Verschiebung l(t) an, 
ändert sich die (Schubfeder-)Konstante c noch um einen Faktor mit Betrag 1, der die 
Einheit der Länge l(t) kompensiert. 
 
5.1.3 Aufbau Gesamtmodell 
Das finale Gesamtmodell besteht aus einer Hooke’schen Feder, n Maxwell-Elementen 
und einem kontinuierlichen Prandtl-Reuß-Element (np=∞  vielen Prandtl-Reuß-
Elementen), alternativ auch nur mit der generalisierten np=10 Elemente zählenden 
Variante (zur Bedeutung der einzelnen Elemente siehe Kap. 8). Für den betrachteten 
Frequenzbereich (0.06 31.4Hz Hz< Ω < , da Rechnung mit normaler und 10fach 
kleinerer Geschwindigkeit durchgeführt wurde, zur Simulation der Referenz-messung)  
in dem G’’ konstant sein muss, reichen die angesetzten 41 Maxwell-Elemente um die 
Forderung zu erfüllen. G’’-Konstanz ist notwendig, um das spezielle 
Relaxationsverhalten zu erreichen. Die aufgebrachte Scher-Verschiebung wirkt durch 
die Parallelschaltung auf alle Elemente gleich und die programmtechnische 
Umsetzung kann vollständig so erfolgen, dass die Kraftantworten aller Elemente für 
sich berechnet und anschließend superpositioniert werden, da keinerlei Kopplung 
vorhanden ist. Zur konkreten programmtechnischen Implementierung mit 
Beschreibung siehe Kap. 6. Die Parameter des Modells wurden dabei grob angepasst, 
um eine weitestgehende Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen zu 
erzielen. Eine genaue Identifizierung ist nicht gefordert. Für das Maxwell-Element 
wurde die Verteilung (5.33) der Relaxationszeiten gewählt, um ein konstanteres G’’  
(5.30)
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im betrachteten Geschwindigkeitsbereich zu erhalten. Im Folgenden die 
Zusammenstellung der verwendeten Parameter: 
• Hooke-Feder: Federsteifigkeit c0:    c0 = 0.6 
• Generalisiertes Maxwell-Element (n=41): Relaxationszeiten zj mit j=1, ..., n 
 Für die Verteilung (5.32) mit i=-20, ..., 20 
 ( )
0
2
0
1
( 1)
M
i i
M
k
z
c iβ α
=
+
  wurde gewählt β =3/2, α =-1.10-5   
 und für das Basis-Maxwell-Element i=0, die Federsteifigkeit und den 
 Dämpfungsparameter zu 
 cM0=0.025, kM0=0.015 
 Damit ergeben sich für die Relaxationszeiten Werte zwischen 
 zi=1.84.103, ..., 1.96.10-4 
• Kontinuierliches Prandtl-Element: Kraftendwert y, Anstiegsparameter b 
 Für die hier gewählte Funktion g (4.79) gibt es nicht mehr zu bestimmende 
 Parameter, denn a ist aus (4.82) berechenbar 
 y=0.02,  b=250 
 
 
Abb. 5-4: Zur Simulation verwendetes finales Gesamtmodell 
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5.1.4 Eigenschaften Gesamtmodell 
Neben den schon ausführlich besprochenen prinzipiellen Eigenschaften der 
rheologischen Einzelelemente, sowie auch schon teilweise von im Gesamtmodell 
Verwendung findenden Verschaltungen, wird in diesem Kapitel konkret auf die 
Eigenschaften des Gesamtmodells eingegangen, um ein umfassendes Verständnis 
dafür zu gewinnen. Dabei geht es um die Eigenschaften der generalisierten 
Formulierung, so z.B. deren Grenzkurve, alternative Vorschläge für das 
Relaxationsverhalten, die geforderte Geschwindigkeitsabhängigkeit, etc. Im Weiteren 
werden die Eigenschaften des diskreten und kontinuierlichen Prandtl-Elements 
beleuchtet. Zum Beispiel, wie sich der Offsetwert der Spannungen einstellen lässt.  
Zuerst sei auf die generalisierten Maxwell-Elemente eingegangen.  
Wegen der vorteilhaften programmtechnischen Umsetzung (Veränderbarkeit, 
Erweiterbarkeit, etc.) wurden n diskrete Maxwell-Elemente in ihrer differentiellen 
Form für die Beschreibung des viskoelastischen Verhaltens genutzt. Selbst-
verständlich lässt sich auch eine äquivalente Repräsentation über eine kontinuierliche 
Relaxationsfunktion für generalisierte Maxwell-Elemente (4.26) finden. Dabei ist zu 
beachten, dass es in diesem Fall nicht ausreicht, das Spektrum c(z) als unabhängig 
von z mit c=konstant zu formulieren, also beispielsweise direkt die Federsteifigkeit 
der einzelnen Maxwell-Elemente ohne Relaxationszeitenabhängigkeit anzusetzen. Für 
die generalisierten Maxwell-Elemente im verwendeten Gesamtmodell besteht nämlich 
noch ein eindeutiger Zusammenhang in der Verteilung der Relaxationszeiten z, der 
nicht äquidistant gewählt wurde. Ziel war primär die bereichsweise Konstanz von G’’, 
um das in den Zielstellungen genannte spezielle Relaxationsverhalten zu erreichen. 
Natürlich kann auch mit äquidistant verteilten Relaxationszeiten ein konstantes G’’ 
erhalten werden, dazu ist aber eine z-Abhängigkeit der Federsteifigkeit zwingend 
notwendig. Nachfolgend ein Vorschlag für die Umsetzung eines generalisierten 
Maxwell-Elements. Es ist zweckmäßig die Relaxationsfunktion (4.26) 
umzuformulieren, was äquivalent auch über die Integrationsgröße x 
(=“Verteilungsparameter“) ausgedrückt werden kann durch 
( )( ) ( )
t
z xG t g x e dx
∞ −
−∞
= ∫  (5.31)
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wobei ( ), ( )z z x x x z= =  gilt und der funktionale Zusammenhang die Bedingung 
0z x> ∀ ∈\  sicherstellen muss. Für die Verteilung der Relaxationszeiten z wurde 
ein Potenzansatz der Form xβ −  angesetzt, um bei logarithmischer Skalierung eine 
Gleichverteilung der Maxwell-Elemente bei bereichsweise konstantem G’’ zu erreichen 
(Abbildungen rechts für 41 diskrete Maxwell) 
 
 
   1x
kz
c β= ⋅    
   mit 0β >  Æ 3 2β =  
 
 
Mögliche Modifikationen zur Beeinflussung des G’’-Verhaltens: 
 
  ( )( )2
1
1
x
kz
c xβ α
= ⋅
+
 
  mit 3 2β = ,  
   0α <  Æ 55 10α −= − ⋅  
 
  ( )( )2
1
( ) 1
x
kz
c xβ α γ
= ⋅
+ +
 
  mit 3 2β = , 59 10α −= − ⋅ ,  
    20γ =  
Betrachten wir nun das Relaxationsverhalten nach einem Bereichswechsel 
(Umschalten) in unserem Referenzdeformationszyklus, so stellt man übereinstimmend 
mit dem diskreten Modell fest, dass für eine große Anzahl (Æunendlich viele) 
Maxwell-Elemente die Relaxationskurve gegen eine ganz bestimmte „Endliche“ 
konvergiert, welche den Grenzwert darstellt. Diese Grenzkurve ist natürlich abhängig 
von den Anfangsbedingungen, aber in ihrem Aussehen (resultierende Relaxationszeit, 
etc.) nicht veränderbar durch die Viskosität k oder die Federsteifigkeiten, ohne dabei 
(5.32)
(5.33)
(5.34)
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gleichzeitig die Anfangsbedingungen (Startpunkt) zu ändern. Zum Bestimmen 
derselben wird ein Deformationssprung (Heaviside-Funktion H(t)) vom Anfangswert 
auf 0 untersucht. Der Startpunkt ist näherungsweise (Voraussetzung: gegen Ende der 
„großen“ Zyklen ist noch vorhandene Relaxation vernachlässigbar) in guter 
Übereinstimmung durch ( )0 0ˆ(0) ''f l G= Ω  gegeben, wobei 0ˆl  und 0Ω  die Amplitude 
und Frequenz des vorausgegangenen „großen“ Deformationszyklus darstellen. Für den 
Kraftverlauf nach einem Sprung H(t) gilt 
 
1
( ) ( ) ( )i i
i
f t G t H t
∞
=
= ⋅∑  
Wobei sich neben dem Relaxationsverhalten für jedes Maxwell-Element auch noch ihr 
Startpunkt unterscheidet. Für Gi und Hi gilt 
( ) i
t
z
iG t ce
−=   ( )
0
0 2
0
ˆ( ) ( )
1
i
i
i
z
H t l H t
z
Ω= ⋅+ Ω  
Und unter Grenzübergang von (5.35), was für Gi(t) auf (5.31) führt, sowie mit 
Beachtung der neuen Verteilung (5.32) der Relaxationszeiten z=z(x) 
 
( )
0
( ) 0
0 2
0
0
0
0 2
2 0
0
( )ˆ( )
1 ( )
ˆ ( )
1
x
t
z x
t
zx
b
x
z x
f t ce l dx
z x
z
bl c e dx f t
z
b
∞
−
−∞
∞
−⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
∞
−∞
Ω= ⋅ + Ω
Ω
= ⋅ =
⎛ ⎞+Ω ⎜ ⎟⎝ ⎠
⌠
⎮⎮⌡
⌠⎮
⎮
⎮⎮⌡
 
Oder auch über den Grenzwert 
0
0
0
0 2
2 0
0
ˆ( ) lim
1
x
k
t
zx
b
k
x
k
z
bf t l c e dx
z
b
−⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
∞ →∞
−
Ω
= ⋅
⎛ ⎞+Ω ⎜ ⎟⎝ ⎠
⌠⎮
⎮
⎮⎮⌡
 
Dabei sind 0Ω , z0, 0ˆl , c, b Konstanten, die ( )f t∞  beeinflussen. 
(5.35)
(5.36)
(5.37)!
(5.38)
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( )f t∞  stellt die Grenzkurve für die Relaxationsfunktion dar. Da das Integral in (5.37) 
nicht analytisch zu lösen ist, kann zum Beweis ( )f t∞  nur numerisch punktweise für 
Zeitpunkte t bestimmt werden (⇒RelaxationsverhaltenGeneralisiertesMaxwell 
Element.m). Dabei werden endliche untere und obere Grenzen genutzt, wobei (5.37) 
relativ schnell konvergiert (schon ab k=20 kaum noch Unterschied zu ( )f t∞ ). Für die 
Relaxation (mean recovery) bei vorhandenen kleinen Amplituden ergibt sich ebenfalls 
eine Grenzkurve in ähnlicher Art und Weise. 
Diese, für das generalisierte Maxwell-Element charakteristische Grenzkurve, stellt 
eine echte Einschränkung für eine genaue Parameteridentifikation dar. Abhilfe schafft 
nur die Verwendung anderer viskoelastischer Ansätze. Zum Beispiel (4.27)/(4.28) 
oder über fraktionale Formulierungen (Kap. 4.2.5), bei denen ebenfalls nicht auf die 
Geschwindigkeitsunabhängigkeit des Verlustmoduls verzichtet werden muss, da wie 
schon genannt, gleichfalls eine Generalisierung möglich ist und die über den 
zusätzlichen (fraktionalen Ableitungs-) Parameter α eine Variation der Relaxations-
kurven zulassen. In RelaxationsverhaltenFraktionalesMaxwellElement.m ist ein 
generalisiertes fraktionales Maxwell-Elementes (Anzahl n=41) umgesetzt und dessen 
Relaxationsverhalten berechnet worden (Abb. 5-6). 
 
 
Abb. 5-5: Speichermodul G’ und Verlustmodul G’’ für das genannte generalisierte fraktionale Maxwell-
Element (⇒G1G2GeneralisiertesFraktionalesMaxwell.m) 
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Abb. 5-6: Relaxationskurven(Grenzkurven) für generalisiertes fraktionales Maxwell-Element. Für α=1 ist 
eine Übereinstimmung mit dem generalisierten Maxwell-Element vorhanden. 
 
Betrachten wir weiterhin die Geschwindigkeitsabhängigkeit von Relaxationsprozessen 
des generalisierten Maxwell-Elements, was einen zentralen Punkt in dieser Arbeit 
darstellt. Aufgrund der experimentellen Ergebnisse wird vom Modell die 
Übereinstimmung von Relaxationskurven verschiedener Geschwindigkeiten gefordert, 
deren Zeit um den reziproken Faktor wie die Geschwindigkeit skaliert wird. Dieses 
Verhalten ist mit einem generalisierten Maxwell-Modell erfüllbar. Für den Bereich 
nach dem Umschalten folgt die Anfangsbedingung durch Superposition der einzelnen 
Anfangsbedingungen aller Maxwell-Elemente zu 
0 0
1
ˆ(0) '' ( )
n
i
i
f l G
=
= Ω∑  
Die Verteilung der Relaxationszeiten zi der Maxwell-Elemente ist nun aber gerade so 
gewählt, dass in einem gewünschten Geschwindigkeitsbereich '' .iG const=  ist, also 
( )0''iG Funktion≠ Ω , womit sich eine geschwindigkeitsunabhängige Anfangs-
bedingung einstellt. Nun muss noch das Relaxationsverhalten mit dem Zeitfaktor in 
Übereinstimmung gebracht werden. Für eine gegebene Deformationsgeschichte l(t) sei 
eine schnellere Deformationsgeschichte definiert durch ( )l tγ  mit 1γ >  und eine lang- 
samere durch ( )l tγ , 1γ < . Da der Effekt der Geschwindigkeitserhöhung in der 
Deformationsgeschichte einem einfachen „Zusammenziehen“ der Zeitskala entspricht,  
(5.39)
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gilt für den zu ( )l tγ  gehörigen Kraftverlauf ( )f t γ . Um die oben genannte 
Forderung für ein generalisiertes Maxwell-Modell zu erfüllen, muss in unserem Fall 
für die Kraftantwort, also der Grenzkurve (5.37), gelten 
 ( ) ( )0 0, ,f t f tγ γ∞ ∞Ω = Ω  
Das heißt nichts anderes, als das die Kraftantwort bei Erhöhung der Geschwindigkeit 
( 0~ ,l Ω Ω ) und Zeitskalierung übereinstimmen muss. Ausgehend von (5.37) kann das 
gezeigt werden, allerdings nur numerisch wegen des Integrals (⇒Beweis 
GeschwindigkeitsabhängigkeitGeneralisiertesMaxwell.m). Für (5.40) folgt aus (5.37) 
 
( ) ( )0 0
0 0
0 0
2 2
2 2 20 0
0 01 1
x x
t t
x xz b z b
x x
z z
b be dx e dx
z z
b b
γγ
γ
∞ ∞
− −
−∞ −∞
Ω Ω
⋅ = ⋅
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Ω +Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⌠ ⌠
⎮ ⎮
⎮ ⎮
⎮ ⎮⎮ ⎮⌡ ⌡
 
( ) ( )0 0
2 2
2 2 20 0
0 0
1 1 10
1 1
x x
t t
z b z b
x x
x x
e e dx
b bz z
b b
γγ
γ
∞
− −
−∞
= ⋅ − ⋅
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Ω +Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⌠
⎮
⎮⎮⌡
 
 
(5.41) gilt dabei für beliebige γ , 0Ω , 0ˆl , c, z0, b und Zeiten t (kein allgemeiner 
Beweis möglich, da analytische Integrallösung von (5.41) fehlt). Aus der Anschauung 
heraus kann das beschriebene Verhalten auch durch betrachten der einzelnen 
Relaxationsfunktionen der Maxwell-Elemente erkannt werden (Abb. 5-7). Nehmen 
wir an Abb. 5-7 gilt für eine bestimmte Geschwindigkeit, so sind dort nur ein Teil der 
Maxwell-Elemente für die Relaxation verantwortlich (die ca. 15 sichtbaren im kleinen 
Bildausschnitt), die restlichen sind aufgrund ihrer Anfangsbedingungen (0) 0if ≈  
vernachlässigbar oder besitzen so kleine Zeitkonstanten, dass sie zu schnell abfallen 
um Einfluss zu nehmen. Verändert sich die Geschwindigkeit, so sind jetzt für das 
Relaxationsverhalten andere Maxwell-Elemente verantwortlich. Wieder ebenso viele, 
in gleicher Anzahl, aber mit anderen Relaxationszeiten. Beispielsweise bei der 
betrachteten Verringerung der Geschwindigkeit um den Faktor zehn, Maxwell-
Elemente, die in der Summe auf einen zehnmal langsameren Abfall führen. 
 
(5.40)
(5.41)
!
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Abb. 5-7: Relaxationskurve(n) aller n=41 Maxwell-Elemente und die des generalisierten Maxwell-Elements 
Die Übereinstimmung von Relaxationskurven bei reziproker Skalierungen der Zeit zur 
Geschwindigkeit, wurde damit für ein generalisiertes Maxwell-Element ausführlich 
erklärt. Für die mean recoveries von „kleinen“ Zyklen (mit kleinen Amplituden) gilt 
dieses Verhalten ebenfalls. 
 
Von Interesse ist weiterhin, wie sich die Eigenschaften eines bestehenden 
generalisierten Maxwell-Elements ändern, wenn dieses um Elemente erweitert wird, 
beispielsweise um in einem vergrößerten Geschwindigkeitsbereich das oben 
beschriebene Relaxationsverhalten (konstantes G’’) zu erhalten. Dabei entscheiden 
sich die Veränderungen an den Relaxationszeiten der eingefügten Maxwell-Elemente. 
In Abb. 5-8 ist das für eine unterschiedliche Anzahl an hinzugefügten Elementen mit 
kleineren Relaxationszeiten als bisher vorhanden, gezeigt. G’’ bleibt in der Höhe 
unverändert, folglich ändert sich auch das Relaxationsverhalten nicht. Für G’ ergibt 
sich allerdings eine Verschiebung zu größeren Werten und zwar bei r neuen 
Elementen um den Wert 'GΔ , wobei ( )'iG ∞  entsprechend (4.51) ci ist 
 
1
' ' ( )
n r
i
i n
G G
+
= +
Δ = ∞∑  
Man beachte, dass die Verschiebung 'GΔ  über (5.42) nur für mittlere und große 
Frequenzen unabhängig von Ω  ist (siehe Abb. 5-8). Für das Hinzufügen von 
(5.42)
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Maxwell-Elementen mit größeren Relaxationszeiten als bisher vorhanden, kommt es 
zu keiner Verschiebung von G’. Der Bereich des linearen Anstiegs würde sich nur zu 
größeren Frequenzen hin verlängern, was mit einer Erhöhung von '( )G ∞  einhergeht. 
Ebenfalls bleibt auch G’’ unverändert konstant, jetzt bis zu größeren Frequenzen hin. 
 
   
Abb. 5-8: Speicher- und Verlustmodul-Veränderung beim Hinzufügen weiterer Maxwell-Elemente. Links: mit 
kleineren Relaxationszeiten, Rechts: mit größeren Relaxationszeiten 
Die Erhöhung des Speichermoduls G’ beim Hinzufügen von Maxwell-Elementen mit 
kleineren Relaxationszeiten kann über die Federkonstante der Einzelfeder 
kompensiert werden, da für diese G’=c0 gilt. Sie müsste folglich um den Wert aus 
(5.42) verringert werden (möglicherweise auch bis hin zu negativem c0, was aber dann 
physikalisch nicht sinnvoll ist). Dann würde sich, zumindest in dem betrachteten 
Geschwindigkeitsbereich und größer, wieder das „alte“ G’ einstellen. 
 
Im Weiteren zu den Eigenschaften generalisierter Prandtl-Elemente, da diese trotz 
einiger Nachteile für die konkrete Parameteridentifikation sehr nützlich sein  können. 
Gebraucht werden sie - wie schon genannt - für die Einstellung einer bleibenden 
Spannung, bzw. hier Kraft, bei Deformationsvorgabe (oder deren Mittelwert) gleich 
null. Aufgrund der Geschwindigkeitsunabhängigkeit von Prandtl-Elementen (4.58), 
(4.59), lässt sich mit ihnen vollständig unabhängig von der Geschwindigkeit ein 
konstanter Endwert einstellen, was zum Erfüllen der in den Zielen formulierten 
Eigenschaft notwendig ist. Die in (4.59) vorhandene differentielle Schreibweise wird 
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nur genutzt, um in einfacher Weise Anfangsbedingungen zu berücksichtigen. Sie stellt 
keine Geschwindigkeitsabhängigkeit dar, was in der Form (4.57) auch deutlich wird. 
Für den Endwert der relaxierten Spannung sind die Federkonstanten cpi und die 
Fließgrenzen yi der einzelnen Prandtl-Elemente gemeinsam verantwortlich. Dabei 
fließen je nach Amplitude eine unterschiedliche Anzahl an Prandtl-Elementen, sodass 
über die cpi und yi ein genau gewünschter Wert eingestellt werden kann. Allerdings 
ergeben sich bei kontinuierlicher Betrachtung über die Amplitude Sprünge in den 
Offset-Spannungen, die in der diskreten Anzahl an Elementen zu suchen sind. Für 
den Zusammenhang Offsetspannung=f(Amplitude), stellt f folglich eine 
Stufenfunktion dar. Dieses Verhalten ist durch Verwendung eines kontinuierlichen 
Prandtl-Elements vermeidbar. Der Parametereinfluss auf den Offset-Wert der Kraft 
(beziehungsweise der Spannung) nach der Erholungsphase eines Umschaltens von 
einem Bereich großer Amplitude 0ˆl  (in dem die Fließgrenze auf jeden Fall erreicht 
worden sein muss, was über die Bedingung 0ˆpi ic l y⋅ >  bedacht wird), auf einen 
Bereich mit kleiner Amplitude lˆ , lässt sich wie im Folgenden beschreiben. Damit ist 
es gezielt möglich die verbleibende Offset-Kraft f , die nichts anderes als den 
Mittelwert der Kraft im Prandtl-Element darstellt (Abb. 5-9), einzustellen. Für das i-
te Prandtl-Element ergibt sich 
 ( ) ( )0ˆ ˆ ˆ
0
i pi pi i pi i
i
y c l für c l y c l y
f
sonst
⎧ − ⋅ ⋅ < ∧ ⋅ >⎪= ⎨⎪⎩
 
 
Für generalisierte Prandtl-Elemente (Anzahl nP), ist wiederum die schon oft genutzte 
Superposition der Mittelwerte erlaubt, da prinzipiell von einer Parallelschaltung 
ausgegangen wird. 
( ) ( )0
1 1
ˆ ˆ ˆ
0
P Pn n
i pi pi i pi i
i
i i
y c l für c l y c l y
f f
sonst= =
⎧ − ⋅ ⋅ < ∧ ⋅ >⎪= = ⎨⎪⎩
∑ ∑  
 
Speziell für den Offset bei Amplitude lˆ =0 ergibt sich: 
 
0
1
ˆ
0
Pn
i pi i
i i
i
y für c l yf y mit y
sonst=
⎧ ⋅ >⎪= =⎨⎪⎩∑  
 
(5.43)
(5.44)
(5.45)
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Kein Mittelwert 0if ≠  ist demnach in Prandtl-Elementen vorhanden, die innerhalb 
des Zyklus (auch nur kurz) plastisch fließen, siehe dazu Abb. 5-9. Das ist eine Folge 
des Kurvenverlaufs (Abb. 4-8), woraus auch die Symmetrie 3.Art folgt. 
 
 
Abb. 5-9: Kraft-, Längen-Zeit-Verlauf eines einzelnen Prandtl-Elements zur Bestimmung des Mittelwertes. 
Dabei erfolgt ein Umschalten von Amplitude=1 auf Amplitude=0.14 bei t=50s. Die verwendeten Parameter 
sind y=0.1, cP=0.2. Da es im kleineren Amplitudenbereich nicht zu einem Fließen kommt, stellt sich der 
Mittelwert entsprechend (5.43) auf 0.072 ein. 
 
 
Abb. 5-10: Kraft-, Längen-Zeit-Verlauf des im finalen Modell verwendeten kontinuierlichen Prandtl-
Elements. Dabei wird der Umschaltpunkt von Amplitude=1 auf Amplitude=0.02 zu einem Zeitpunkt t=10s 
betrachtet. Für den gewählten Ansatz von g(ξ) (4.79) lässt sich der Mittelwert nur über den Parameter b 
verschieben. 
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Für kontinuierliche Prandtl-Elemente lässt sich der Mittelwert nicht so einfach im 
Voraus berechnen, da aufgrund der Ansatzfunktion g immer die Differentialgleichung 
(4.73) gelöst werden muss. Über den Parameter b kann der Mittelwert eingestellt 
werden (Abb. 5-10). Ein analytischer Zusammenhang b=f(Mittelwert) lässt sich aber 
nicht angegeben. Für den Offset bei Amplitude=0, bleibt das kontinuierliche Prandtl-
Element nur an der Fließgrenze vom vorherigen Bereich, also |y| stehen.  
5.1.5 Modifikation Gesamtmodell 
Bisher wurde das Modell unter der Annahme eines geschwindigkeitsunabhängigen 
Verlustmoduls entwickelt. Damit stellt sich das gewünschte spezielle 
geschwindigkeitsabhängige Relaxationsverhalten ein (Zielstellungen: Punkt 1). In den 
gemessenen Ergebnissen wurde jedoch eine schwache Geschwindigkeitsabhängigkeit 
festgestellt (siehe Abb. 3-6), die nicht zu konstantem G’’ führt. Offensichtlich ist 
dieses Verhalten nicht (nur) auf Messfehler zurückzuführen. Gleichzeitig besteht ein 
signifikanter Unterschied in der Fläche der Hysteresekurven kleiner Amplituden 
zwischen Modell und Messungen (Abb. 5-13). Da sich über den Referenzzyklus mit 
kleineren Amplituden immer auch eine höhere Frequenz verbindet, liegt die 
Vermutung nahe, es könnte es sich um eine Geschwindigkeits-/Frequenzabhängigkeit 
handeln. Zur Verringerung dieser Modellabweichung wird eine Abhängigkeit von G’’ 
von der Frequenz vorgeschlagen. Natürlich wirft das wieder die Frage auf, welcher 
Zusammenhang dann bei nicht periodischen Erregungen zur Geschwindigkeit besteht. 
Da erstens die vorliegenden Messungen sowieso nur für periodische Zyklen vorliegen 
und damit nicht geklärt werden kann ob dieses Verhalten bei nichtperiodischen 
überhaupt auftritt, und zweitens dieser Vorschlag eine Erweiterung der festgelegten 
Ziele darstellt, erfolgt keine umfangreichere Betrachtung. 
Um einen nicht-konstanten Verlauf von G’’ zu erreichen, wird lediglich die Verteilung 
der Relaxationszeiten (5.32) geändert, indem die Steifigkeit eines jeden Maxwell-
Elements zum vorherigen um den Faktor 1.10 vergrößert wird. Mit weiterhin i=-20, 
..., 20 folgt dann für die Verteilung 
  0 ( 20)
0
1 1M
i i i
M
k
z
c ε β+= ⋅ ⋅ , β =3/2, ε =1.10,  cM0=0.004,  kM0=0.072 (5.46)
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Abb. 5-11: Speicher- und Verlustmodul G’, G’’ des generalisierten Maxwellmodells mit nicht konstantem G’’ 
 
Die Anpassung erfolgt auf der Grundlage des Vergleichs der Startpunkte von zwei 
Relaxationskurven mit 10-fach unterschiedlicher Geschwindigkeit. Aufgrund des 
Vorliegens von nur zwei verschiedenen Geschwindigkeiten kann natürlich keine 
genauere Anpassung des Verlaufs von G’’( )Ω  über die Frequenz erfolgen. 
  
Abb. 5-12: Relaxationsverhalten für zwei unterschiedliche Geschwindigkeiten mit grob angepasster G’’-
Frequenz-Abhängigkeit. Im Vergleich mit Abb. 3-6 zeigt sich schon eine genauere Übereinstimmung, 
beziehungsweise  die Möglichkeit der Anpassung wird offensichtlich. 
 
Wie schon genannt, wirkt sich die Frequenzabhängigkeit von G’’ auch auf die 
Hysteresekurven aus. Dabei vergrößert sich die Fläche mit steigendem G’’ und die 
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Nulldurchgänge der Länge verschieben sich zu größeren f(l=0) (4.7). Besonders 
vorteilhaft ist es den Anstieg von ( )' , ''( )G GΩ Ω  progressiv zu gestalten, da sich 
beispielsweise lineare Anstiege kaum sichtbar in der Fläche niederschlagen. 
 
 
Abb. 5-13: Ausschnitt aus f-l-Diagramm. Links: Messung, Mitte: Modell mit der oben beschriebener G’’-
Frequenz-Abhängigkeit, Rechts: Modell mit konstantem G’’. Erkennbar ist in der Messung die signifikant 
größere Hysterese bei kleinen Amplituden im Vergleich zum Modell. Und ebenfalls die Vergrößerung der 
Hysterese im Modell bei Frequenzabhängigkeit von G’’. Die dick geplotteten Zyklen sind jeweils die letzten 
eines Bereiches. 
 
Das auch in dieser Modellvariante noch keine sehr gute Übereinstimmung zu erken-
nen ist, ist zum einen auf nicht ausreichend angepasste Parameter, aber auch auf die 
begrenzten Möglichkeiten der Anpassung des Modells, zurückzuführen. Beispielsweise 
könnten durch noch progressiveren Anstieg von G’’ in Abb. 5-11, noch größere f(l=0) 
bzw. Hystereseflächen erreicht werden. Ebenso gilt dies für G’, welches für diese 
Modellvariante ebenfalls noch nicht ganz übereinstimmt, wie aus Abb. 5-13 Mitte 
erkennbar ist (mittlere Anstieg der Ellipsen steht mit G’ im Zusammenhang, siehe 
Abb. 4-5 rechts). Man möge daher die in diesem Kapitel aufgezeigte Möglichkeiten 
die Übereinstimmung zu verbessern, ebenfalls nur als Versuch sehen. Das 
dazugehörige MATLAB-Script findet sich in MaxwellModellModG2ZweiZyklen.m. 
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5.2 Ergebnisse Modellbildung 
In diesem Abschnitt folgt eine Darstellung der Ergebnisse des finalen Gesamtmodells 
konkret für die Simulation der Referenzmessungen. Die Rechnung wurde dabei mit 
den unter 5.1.3 angegebenen Parametern durchgeführt. Die einzelnen 
Modellbestandteile wurden primär, wie schon im Text beschrieben, hier aber 
nochmals zusammengefasst, angewandt für: 
• Hookesche Feder: G’-Einstellung auf Basis der f-l-Darstellung 
• Generalisiertes Maxwell-Element: Einstellung spezifisches Relaxationsverhalten 
auf Basis der Relaxationskurven (bzw. der mean recoveries) 
• Kontinuierliches Prandtl-Element: Einstellung Offsetwert Kraft, ebenfalls auf 
Basis der Relaxationskurven 
Um den Einfluss der einzelnen Modell-Bestandteile bei unterschiedlichen Amplituden 
auf G’ und G’’ zu erkennen, wurden diese für die sinusförmige Deformationsvorgabe 
berechnet und in der weiter unten stehenden Tabelle zusammengestellt. Die Fourier-
Koeffizienten des kontinuierlichen Prandtl-Elements wurden numerisch bestimmt. 
Man erkennt den relativ geringen Einfluss des kontinuierlichen Prandtl-Elements auf 
G’, allerdings trägt es deutlicher zu G’’ bei. Ebenso steigt G’ für kleiner werdende 
Amplituden an. Dabei ist aber zu wissen, dass sich im Referenzmesszyklus mit 
kleineren Amplituden höhere Frequenzen verbinden, nämlich im reziproken 
Verhältnis höhere, als sich die Amplitude verringert, um eine konstante maximale 
Geschwindigkeit beizubehalten. Die G’-Amplitudenabhängigkeit, der Payne-Effekt, ist 
folglich vorhanden, aber hauptsächlich eine Ursache der G’-Frequenzabhängigkeit und 
über das generalisierte Maxwell-Element einstellbar (nämlich über die Verteilung der 
Relaxationszeiten), siehe Abb. 5-14. Auf G’ kann weiterhin in geringem Maße 
geschwindigkeitsunabhängig, aber amplitudenabhängig über das kontinuierliche 
Prandtl-Element Einfluss genommen werden („echter“ Payne-Effekt). Insgesamt 
erreicht man mit den gegebenen Möglichkeiten des finalen Modells keine viel genauere 
Anpassung von G’ und G’’ an die Messung. Abhilfe schafft beispielsweise die in Kap. 
5.1.5 vorgeschlagene Modifikation. Störend ist, dass sich Anpassungen an die 
Hysteresekurve meist auch im Relaxationsverhalten auswirken (z.B. über G’’) und 
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umgekehrt. Beispielsweise wird das Prandtl-Element im finalen Modell genutzt, um 
den Offsetwert der Kraft unabhängig jeglicher Deformationsgeschwindigkeitsvorgabe 
einzustellen, es könnte aber ebenso auch für genaue G’ oder G’’- Einstellung 
verwendet werden, diese beiden Ziele sind offensichtlich konträr und gleichzeitig 
schwer zu erreichen. 
 
0ˆl =1 lˆ =0.14 lˆ =0.02  
G’ G’’ G’ G’’ G’ G’’ 
Feder 0.5 0 0.5 0 0.5 0 
gen. Maxwell 0.452 0.097 0.574 0.097 0.694 0.0970 
konti. Prandtl 0.009 0.024 0.136 0.089 0.033 0.0148 
Gesamt 0.961 0.121 1.210 0.186 1.227 0.112 
Messung ≈0.9  ≈1.5 ≈2.5  
 
 
 
Abb. 5-14: Speicher- und Verlustmodul (G’, G’’) des eingesetzten generalisierten Maxwell-Elements in 
Abhängigkeit der Frequenz (⇒G1G2GeneralisiertesMaxwell.m). 
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Abb. 5-15: f-l-Diagramm (sinusförmig, normale Geschwindigkeit); Dick gezeichnete Kurven sind jeweils die 
letzten Zyklen am Ende eines Bereichs. 
 
 
Abb. 5-16: f-l-Diagramm (dreieckförmig, normale Geschwindigkeit); Dick gezeichnete Kurven sind jeweils 
die letzten Zyklen am Ende eines Bereichs. 
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Im Folgenden sind die Unterschiede in den Hysteresekurven für normale und 10-fach 
verringerte Deformationsgeschwindigkeit dargestellt. 
 
Abb. 5-17: f-l-Diagramm Messung (sinusförmig) 
 
 
Abb. 5-18: f-l-Diagramm Modell (sinusförmig) 
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Wie erwartet ist die Unsymmetrie der Hysteresekurve der Messung (besonders sicht-
bar kurz nach den Umkehrpunkten) mit rheologischen Elementen im Modell nur 
schwer nachzubilden. Dafür würde sich besonders ein MORPH-Stoffgesetz eignen, 
welches sich schon prinzipiell durch seine Charakteristik anbietet, nach einer 
Wegumkehr auf eine neue Hüllkurve zuzulaufen, wodurch der Verlauf in Abb. 5-17 
sehr gut zu modellieren wäre. Allerdings ist auch über ein generalisiertes Prandtl-
Element –zumindest theoretisch– ein derartiger Verlauf möglich (siehe Abb. 5-19). 
Notwendigerweise müsste dazu aber eine relativ hohe Fließgrenze (gegen die das 
generalisierte Prandtl-Element für l→∞  strebt) vorgegeben werden, um mit 
genügend sichtbaren Einfluss in der gesamten Hysteresekurve in Erscheinung zu 
treten. Im finalen Modell dominiert ganz klar der Einfluss des generalisierten 
Maxwell-Modells (maximaler Kraft-Wert rund 1) gegenüber des kontinuierlichem 
Prandtl-Elements (maximaler Kraft-Wert 0.02). Demnach tritt eine Beeinflussung 
durch letzteres Element kaum zu Tage. Eine Erhöhung des Einflusses durch eine 
höhere Fließgrenze ist aber nicht möglich, da damit wieder der Offsetwert der Kraft 
verschoben würde. Die doppelten Krümmungswechsel pro Be-, Entlastung wurden 
aus den in Kap. 3.1 genannten Gründen nicht berücksichtigt. 
 
Abb. 5-19: f-l-Diagramm eines generalisierten Prandtl-Elements + parallel lineare Feder, welches deutlichen 
Einfluss auf die Kurvenform zeigt (ähnlich eines MORPH-Modells), auch wenn dazu noch ein generalisiertes 
Maxwell-Element für die Viskoelastizität geschalten werden würde (mit Werten in ähnlicher Größenordnung 
wie im Modell). Sinusförmige l(t)-Vorgabe. Parameter: Einzel-Feder: c0=0.8, generalisiertes Prandtl-Element 
(n=10 Prandtl-Elemente): c1=0.5, y1=0.1, c2=0.82, y2=0.09, c3=1.36, y3=0.08, c4=2.24, y4=0.07, c5=3.69, 
y5=0.06, c6=6.09, y6=0.05, c7=10.0, y7=0.04, c8=16.6, y8=0.03, c9=27.3, y9=0.02, c10=45.0, y10=0.01. 
Dieses Modell kann aber nicht verwendet werden, da das generalisierte Prandtl-Element eine zu hohe 
Fließgrenze von y=1/2.(n+1).y1=0.55 besitzt, was sich auf den Offsetwert der Kraft auswirkt. 
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Im Weiteren zum Relaxationsverhalten des Modells. Für den direkten Vergleich mit 
den Messungen wurden äquivalente Darstellungen zu Abb. 3-5, 3-6 erstellt. 
 
 
   
Abb. 5-20: Oben: Messung. Unten: Modell. Relaxationsverhalten, sinusförmig, normale Versuchsgeschwin-
digkeit, keine Null-Korrektur, a) Amplitude=0, b) Amplitude 2% von maximaler, c) Amplitude 14% von 
maximaler. Die im Modell vorhandene Verschiebung der Symmetrieachse zu ungleich null, ist hier auf die 
nicht gänzlich abgeklungene Relaxation in den großen Amplitudenzyklen zurückzuführen. Verlängert man 
diese, tritt der Effekt nicht auf (solange nicht für große Amplituden ein Offsetwert in der Kraft durch das 
kontinuierliche Prandtl-Element entsteht). Die Null-Verschiebung in der Messung ist wahrscheinlich zum 
größeren Teil auf Messungenauigkeiten (Vorverspannung, etc.) zurückzuführen, weshalb auch dort die Null-
Verschiebung positiv, statt wie im Modell negativ, ist. 
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Abb. 5-21: Oben: Messung. Unten: Modell. Relaxationsverhalten aus Abb. 5-20, aber mit Null-Korrektur. 
Das die Relaxationskurven für vorhandene kleine Amplituden nicht bei t=0 beginnen ist auf die 
Mittelwertberechnung zurückzuführen (erster berechneter Mittelwertpunkt in der zeitlichen Mitte der ersten 
Periode, deshalb bestehen je nach Periodenlänge Unterschiede). 
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Die erreichten Offsetwerte mit dem kontinuierlichen Prandtl-Element in Abb. 5-21 
sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt. 
 
 Offset Messungen Offset Modell 
Relaxation 0.023 0.023 
2% Zyklen während Relaxation 0.014 0.016 
14% Zyklen während Relaxation 0.004 0.004 
 
Eine genaue Übereinstimmung kann mit dem Ansatz (4.79) im Prandtl-Element, 
insbesondere für noch mehr als 3 verschiedene Amplituden kaum erreicht werden. Es 
muss ein anderer Ansatz Verwendung finden oder generell zum diskreten 
generalisierten Prandtl-Element gewechselt werden. Dabei können die zur Verfügung 
stehenden Parameter entsprechend (5.43) bis (5.45) derart gewählt werden, dass die 
Offsetwerte unterschiedlicher Amplituden mit den Messungen übereinstimmen. Im 
Folgenden dazu eine Anpassung für ein generalisiertes Prandtl-Element (10 
Elemente). Auch wenn die Parameteridentifikation nicht Bestandteil dieser Arbeit ist, 
so ist es doch wichtig zu wissen wie Werte prinzipiell eingestellt werden können. Dies 
soll am nachfolgenden Beispiel kurz gezeigt werden. Ausgehend von den noch 
vorhandenen Differenzen zwischen der Messung und den durch das generalisierte 
Maxwell-Modell hervorgerufenen Endwerten (bei 21sec.) ermittelt man die vom 
generalisierten Prandtl-Element auszugleichenden Differenz-Offsetwerte. 
 
Amplitude im 
Zyklus 
Offset 
Messungen 
Endwert nur aus 
Maxwell-Modell 
Differenz-
Offset 
0% 0.023 0.0030 0.02 
2% 0.014 0.0031 0.0109 
14% 0.004 0.00368 0.00032 
 
Beginnt man mit dem Einstellen des 14%-Zyklus-Offsets und setzt für diesen 
Differenzbetrag, aufgrund des kleinen Wertes, ein Prandtl-Element für den Ausgleich 
an, so erhält man aus (5.43)  
4
1 13.2 10 0.14y c
−⋅ = − ⋅  
Wählt man nun ein willkürliches c1, z.B. c1=0.01, folgt daraus y1=1.72.10-3. 
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Nun folgt das Einstellen des 2%-Zyklus-Offsets. Dafür werden beispielsweise 4 der 10 
Prandtl-Elemente angesetzt. Das erste Prandtl-Element trägt allerdings aufgrund der 
Bedingung in (5.43) ebenfalls zum Offset bei, jetzt mit den berechneten y1, c1 mit 
3
1 1 0.02 1.52 10y c
−− ⋅ = ⋅  
 Die 4 Elemente müssen folglich noch ausgleichen 
5
3 3
2
ˆ0.0109 1.52 10 9.38 10 i i
i
y c l− −
=
− ⋅ = ⋅ = −∑  
Man setzt beispielsweise für c2=4.10-2, c3=1.5.c2, c4=2.c2, c5=3.c2 an und geht von 4 
gleichen yi aus. Die Wahl der ci ist wieder willkürlich, nur muss beachtet werden, dass 
durch ungeeignete Wahl kein Offset-Beitrag zum 14%-Zyklus erfolgt. 
3
2 29.38 10 4 7.5 0.02y c
−⋅ = − ⋅ ⋅  
Dann ergibt sich für y2= y3= y4= y5=3.845.10-3. 
Die verbliebenen 5 Prandtl-Elemente nutzt man nun nur für den 0%-Zyklus-Offset, 
wobei erneut die vorherigen 5 Elemente zum Offset beitragen, entsprechend (5.45). 
Dadurch verbleibt für die 5 Elemente 
10
3
1 2
6
0.02 4 2.9 10i
i
y y y −
=
− − ⋅ = = ⋅∑  
und aufgeteilt auf fünf gleiche y6=y7=y8=y9=y10=5.8.10-4. Die dazugehörigen ci werden 
willkürlich, aber so gewählt, dass wieder kein Offset-Beitrag bei Amplituden 0.14 oder 
0.02 entsteht. Gewählt wurde c6=0.5, c7=1, c8=2, c9=4, c10=8. 
 
Abb. 5-22: Relaxationsverhalten mit oben beschriebenen generalisiertem Prandtl-Element. Damit lassen sich 
die Offsetwerte des Modells genau an die Messungen anpassen. Der schon in Kap. 5.1.4 besprochene 
Nachteil ist, dass kein stetiger Zusammenhang zwischen Amplitude und Offset-Wert besteht 
⇒MaxwellModellGeneralisiertesPrandtl.m. 
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Ein weiterer Bestandteil war die Untersuchung der Geschwindigkeitsabhängigkeit. Es 
wurden zum Vergleich mit den Messungen auch 10-fach verringerte Versuchs-
Geschwindigkeiten gefahren. In den Messungen wurde eine geringfügige Abhängigkeit 
festgestellt (Abb. 3-6). Im Modell mit G’’-Konstanz tritt diese nicht auf, was in 
Gleichung (5.41) gezeigt wird. Damit ergeben sich übereinstimmende 
Relaxationsverläufe bei 10-facher Skalierung. 
 
Abb. 5-23: Relaxationsverhalten, sinusförmig, 10-fach langsamere Versuchsgeschwindigkeit als normal. Diese 
Darstellung ist der äquivalente plot für Abb. 5-21, nur für langsamere Geschwindigkeiten 
 
Wie schon genannt, wurde der Referenzzyklus auch mit zickzack- bzw. dreieck-
förmiger Deformationsvorgabe gefahren. In den Messungen treten dabei keine 
nennenswerten Unterschiede im Relaxationsverhalten auf. Im Modell aber durchaus. 
 
Abb. 5-24: Relaxationsverhalten, dreieckförmig, normale Geschwindigkeit 
Startpunkt f(l=0)= Δl0.G’’(Ω0) 
ist geringer, da mit der Dreiecks-
funktion „definiertes“ G’’(Ω0) 
kleiner ist.  
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Der Grund für dieses abweichende Verhalten des Modells liegt im Aufbau begründet, 
welches über die bereichsweise G’’-Konstanz sein Verhalten bezieht und auf dieser 
basiert. Der Wert G’’ ist nun aber für dreieckförmige Verläufe nicht definiert, 
sondern nur für harmonische. Unterzieht man dem dreieckförmigen Verlauf einer 
Fourier-Reihenentwicklung, so erhält man als Amplitude der ersten Harmonischen 
einen Wert der beim 0.81-fachen der Dreieck-Amplitude liegt. Das erklärt den etwa 
um diesen Wert verringerten Startpunkt in Abb. 5-24. 
  
Abb. 5-25: Dreieckfunktion (Amplitude=1) und 1.Harmonische (Amplitude= 0.8106) 
 
Im Modell wirkt sich die Geschwindigkeitsabhängigkeit bei dreieckförmiger 
Deformationsvorgabe übereinstimmend mit dem Verhalten der sinusförmigen Vorgabe 
aus. Darin bestehen keine Unterschiede.  
 
Abb. 5-26: Relaxationsverhalten, sinus- und dreieckförmig, normale Geschwindigkeit 
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Im Folgenden die Darstellung aller Kurven gemeinsam. Das heißt für die Verläufe der 
drei unterschiedlichen Amplituden (mit shifts), sinus- und dreieckförmiger 
Deformationsvorgabe, normale und 10-fach kleinere Versuchsgeschwindigkeit (wobei 
deren Zeitachse ebenfalls um das Zehnfach gestaucht wurde um sie gemeinsam 
darzustellen) und die Spiegelung von Kurven in den positiven Quadranten.  
 
 
       
Abb. 5-27: Oben: Messung. Unten: Modell. Relaxationsverhalten, Überlagerung aller Kurven 
unterschiedlicher Amplituden; sinus- und dreieckförmige Längenvorgabe; normale, 10-fach langsamere 
Geschwindigkeit; Spiegelung der „negativen“ Verläufe in den positiven Quadranten. Dazu wurden 
Nullkorrektur, Zeitachsenskalierung und Verschiebung der einzelnen Amplituden-Verläufe auf eine 
gemeinsame Kurve (shifts) genutzt. 
 5. Problembezogene Materialbeschreibung 
 
Diplomarbeit Christian Scheffler, 2009  74 
Eine weitere Untersuchung des Modells umfasst die Simulation des in Abb. 3-9 
dargestellten Testzyklus, beziehungsweise seine Abwandlungen. Primär ging es dabei 
um das Vergleichen des Verhaltens im f-l-Diagramm (Hysteresekurve), weil dafür 
Ergebnisse aus Messungen vorliegen. Die Modellsimulationsergebnisse sind in Abb. 5-
28 dargestellt. Abb. 5-28 links entspricht im Prinzip Abb. 5-13 rechts, wobei dort, 
statt nur zwei Zyklen alle dargestellt sind (hellgrau, schwach sichtbar). Deutlich 
erkennbar in Abb. 5-28 Mitte ist, dass die Abhängigkeit von G’ von der Frequenz 
dominiert wird. Ein steilerer Anstieg der kleinen Hysteresekurven (im Vergleich zur 
großen), ist nur schwach vorhanden (geringfügig durch das kontinuierliches Prandtl-
Element verursacht), im Gegensatz zu Abb. 5-28 links, wo ein deutlich steilerer 
Anstieg vorliegt. Weiterhin signifikant ist die offensichtlich zu große Relaxationszeit 
des generalisierten Maxwell-Elements (man vergleiche mit der Darstellung der 
Messung darüber). Das ist auch in den gemessenen Relaxationskurven zu erkennen, 
an denen zu Beginn ein viel steilerer Kurvenabfall vorliegt. Abhilfe schafft nur die 
Verwendung anderer Relaxationsfunktionen, siehe zum Beispiel (4.27)/(4.28) oder 
Kap. 4.2.5. Die Gegenüberstellung der Messungen und der Modellergebnisse für den 
oben genannten zusätzlichen Testzyklus, sowie die auftretenden Änderungen durch 
die Modifikation in Kap. 5.1.5., folgen auf der nächsten Seite. 
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Abb. 5-28: Oben: Messung. Unten: Modell. Ausschnitt kleiner Amplitudenbereich der Hysteresekurve vom 
genannten Testzyklus und Abwandlungen von diesem. Links: Testzyklus Abb. 3-9, Mitte: Konstante 
Frequenz von 0.1Hz auch für kleine Amplitude, Rechts: Längung wird für 10s auf null gehalten, bevor kleine 
Amplitude gestartet. Diese Darstellung des Modellverhaltens ist das Äquivalent zur Abb. 3-10. 
 
 
Abb. 5-29: Modell mit G’/G’’-Frequenzabhängigkeit aus Kap. 5.1.5., sonst wie Abb. 5-28 links. 
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6. Programmtechnische Umsetzung 
Die Umsetzung des finalen Modells erfolgte komplett in MATLAB, was der 
umfangreichen mathematischen Funktionalität, der sehr guten grafischen 
Darstellbarkeit von Ergebnissen und der bequemen Handhabbarkeit geschuldet ist. 
Begonnen wurde jedoch eine Implementierung in C++, die im letzten Stand ein 
Modell bestehend aus linearer Feder, einem Maxwell-Element und einem Prandtl-
Element (auch beliebig viele möglich durch Mehrfachaufruf) berechnet. Da es 
möglicherweise einen guten Ausgangspunkt für zukünftige Bearbeiter bezüglich der 
Umsetzung des finalen Modells darstellt, wird in Kapitel 6.3 trotzdem kurz darauf 
eingegangen. Die Entscheidung für MATLAB wurde letztlich getroffen, da der selbst 
implementierte Differentialgleichungs-Solver in C++ nicht für generalisierte Maxwell-
Elemente, die zu steifen DGLn führen (näheres dazu später), geeignet ist. Um den 
Zeitaufwand für die programmtechnische Umsetzung in Grenzen zu halten und mehr 
Zeit für die wesentlichen Ziele dieser Arbeit frei zu machen, wurde ein passender 
Solver aus den von MATLAB zur Verfügung gestellten ausgewählt. Dem Anwender, 
welcher eine Beschreibung eines Solvers für steife Systeme sucht, sei das sehr 
verständliche (ingenieur-) mathematisch geschriebene Werk von Engeln-
Müllges&Reuter 1991, Formelsammlung zur numerischen Mathematik, empfohlen. 
6.1 Behandlung des Systems steifer DGLn 
Bei der Umsetzung des vorgeschlagenen rheologischen Modells mussten verschiedene 
Probleme geklärt werden. Beispielsweise die Behandlung des numerischen 
Schrittweitenproblems. Bei der Lösung des Differentialgleichungssystems der 
Maxwellelemente (n Gleichungen für n Maxwell-Elemente, die entweder eine innere 
Variable für die Längung des Dämpferelements oder direkt die Kraft im Maxwell-
Element beschreiben) kommt es aufgrund dessen Struktur zu einer Schwierigkeit bei 
der Schrittweitenwahl. Wie auch bei anderen Anwendungen (chemische Kinetik, etc.), 
führt dieses Modell zu Lösungen, die sich aus verschieden stark exponentiell 
abklingenden Anteilen und periodischen überlagerten Anteilen (letztere sind aber 
unproblematisch) zusammensetzen. Aus praktischer Sicht sind diese exponentiellen 
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Anteile der Lösung enthalten (siehe (4.9)), da innerhalb des Prozessverlaufs durch 
Umschalten auf neue Bereiche Relaxation auftritt. Differentialgleichungen mit einer 
solchen Charakteristik, genauer, mit großen Unterschieden in der Größenordnung der 
Exponenten, werden als steif bezeichnet. Mathematisch formuliert heißt das für ein 
Anfangswertproblem aus n gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung für n 
Funktionen yi (entspricht z.B. Kraft fi) 
 ( ) 0
0
, , [ , ]
( )
endt t I t t
t
= ∈ =
= 0
y f y
y y

 
 
Jedem beliebigen System (6.1) lässt sich nun für t I∈  lokal ein System 
 =y Ay  
 
zuordnen, wo A die Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) von (6.1) ist mit 
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Das System (6.2) heißt nun steif, wenn für die Eigenwerte λi von A gilt, d.h. für die 
Konditionszahl κ =cond(A): 
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Sind λi, i=1,...n die Eigenwerte von (6.3) an der Stelle ( , )t y , so ist (6.4) ein 
Kriterium dafür, dass das System (6.1) in der Umgebung von ( , )t y  steif ist. Im 
allgemeinen Fall kann die Matrix A über das Integrationsintervall I stark variieren, 
da hier aber DGLn mit konstanten Koeffizienten vorliegen, ist die Kondition, 
beziehungsweise sind die Eigenvektoren von A über I konstant. Für das generalisierte 
Maxwell-Element mit den Einzel-Gleichungen aus (4.5) oder (4.6), ergibt sich für 
(6.3) 
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und mit den unter Kap. 5.1.3 berechneten Relaxationszeiten z1=1.84.103, z41=1.96.10-4 
für A eine Konditionszahl von κ =cond(A)=z1/z41=6.4.106, die sehr hoch ist, was auf 
ein eindeutig steifes Problem hindeutet. Betrachtet man das Problem von Seiten der 
Gesamtlösung des generalisierten Maxwell-Modells, worin die yi Einzellösungen 
aufgrund des Sonderfalls der fehlenden Kopplung untereinander (Dehnung des i-ten 
Maxwellelements hängt nicht von der zum Beispiel des i+1-ten Maxwell-Elements ab) 
superpositioniert werden können, dann besitzt die Lösung des generalisierten 
Maxwell-Elements (periodische Anteile nicht betrachtet) die Form: 
 ( )1 21 2 1 2 1 2( ) ... , , ..., , , , ..., .ntt t n n ny t C e C e C e C C C constλλ λ λ λ λ= + + +  
 
Mit 1 20, 0, ..., 0nλ λ λ< < <  und großen Unterschieden des Betrags von λi (darin ist 
Relaxationszeit zi des i-ten Maxwell-Elements in der Form λi=1/zi enthalten), also 
z.B. 1 nλ λ , usw., leistet der zu λn gehörige Term keinen Beitrag zur Lösung, 
beeinflusst aber ganz wesentlich die Wahl der Schrittweite, hin zu kleinen Δt, was 
letztlich den starken Rechenzeitanstieg mit sich bringt. Für steife Probleme ist die 
Auswahl geeigneter Löser notwendig, welche zur Umgehung der oben genannten 
Probleme auch genutzt werden. So z.B. in MATLAB der Solver „ode15“s, welcher 
einen Einschritt-Solver mit variabler Fehlerordnung darstellt. 
Der Gedanke jede Gleichung für sich getrennt zu berechnen, was aufgrund der 
fehlenden Kopplung möglich wäre, bringt bedingt durchaus Vorteile. Es ergeben sich 
aber damit wiederum andere Probleme, wie zum Beispiel vergrößerte Rechenzeit für 
Zugriff und Starten jedes einzelnen Solverprozesses, weiterhin extrem kleine 
Schrittweiten bei zumindest einem Teil der Gleichungen (bei gleicher 
Fehlertoleranzvorgabe für alle Gleichungen, hier wäre ein Ansatzpunkt für eine 
weitere Lösung des Problems, nämlich angepasste Fehlertoleranzvorgaben pro 
Gleichung) und die zwangsläufig im Nachgang notwendige Interpolation der 
Einzelergebnisse, um sie an gemeinsamen Zeitpunkten zusammenrechnen zu können.  
 
 
 
 
(6.6)
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6.2 Vollständige Umsetzung in MATLAB 
Die Implementierung erfolgt komplett in einer MATLAB-Skript-Datei, die auszu-
führen ist. Varianten und ähnliches sind oft noch auskommentiert im Quelltext 
vorhanden. Im Folgenden zum Script ⇒GenMaxwellModellKontiPrandtlAngepasst.m, 
mit dem das finale Modell simuliert werden kann. Darin kommen folgende 
Funktionen vor, die in der Art eines Überblickes erklärt werden: 
• function GesamtModell() 
 Beim Starten des Scripts wird diese erste Funktion aufgerufen. Sie beinhaltet 
 den Start des DGL-Solvers für das Maxwell-Element und übernimmt die 
 Verarbeitung der Rückgabedaten. Der entstehende Zeitvektor ist Basis für die 
 Berechnung des kontinuierlichen Prandtl-Elements und ist verantwortlich für 
 die letztlich entstehende Datendichte (Schrittweite). Diese kann über die 
 Toleranzvorgaben in der Maxwell-DGLn-Berechnung beeinflusst werden. Ruft 
 weiterhin die Funktion zum Berechnen der Kraft im kontinuierlichen 
 Prandtl-Element auf plus ebenfalls Rückgabedatenverarbeitung. Ist für die 
 Darstellung eines Teils der Ergebnisse und Aufrufen der Funktion zum 
 Berechnen der Relaxationskurven verantwortlich. 
• function PlotLetzteZyklen(t,fxy,F) 
 Plottet letzte Perioden aller Zyklen fett im vorher erstellten f-l-Diagramm. 
• function [c0,c1,k1,y] = parameter() 
 Gibt Modell-Parameter als Rückgabeparameter zurück 
• function qpunkt = qpunkt(t,q) 
 Wird vom DGL-Solver des gen. Maxwell-Elements aufgerufen und gibt Vektor 
 mit Ableitungen aller inneren Variablen (Anzahl 41) zum Zeitpunkt t zurück. 
• function Fp = PrandtlReuss_Kontinuum(t,tstart) 
 Berechnet zu jedem Zeitpunkt t die Kraft im kontinuierlichen Prandtl-
 Element. Gibt Kraft als Vektor zurück. 
• function fpunkt = fpunkt(t,f) 
 Wird in PrandtlReuss_Kontinuum(...) vom DGL-Solver des kontinuierlichen 
 6. Programmtechnische Umsetzung 
 
Diplomarbeit Christian Scheffler, 2009  80 
  Prandtl-Elements aufgerufen und  gibt die Ableitung der inneren Variablen 
 zurück (1 Variable). Enthält die Parameter und Beschreibung der das Prandtl- 
 Element charakterisierenden Funktion g(ξ). 
• function [value, isterminal, direction] = FindeUmkehrpunkt(t,f) 
 Diese Funktion wird vom DGL-Solver des kontinuierlichen Prandtl-Elements 
 aufgerufen und detektiert ob ein Umkehrpunkt gefunden wurde. Wenn ja, 
 stoppt sie den Integrationsvorgang vom DGL-Solver, womit dieser bis zum 
 aktuellen Zeitpunkt den Kraftvektor zurückgibt. Zum detektieren wird die 
 aktuelle Länge genutzt. Dafür müsste nicht zwingend ein „Event“ 
 ausgewertet werden, eine Vorab-Betrachtung und Entscheidung ob im 
 folgenden Integrationsbereich ein Umkehrpunkt gefunden wird ist über die 
 Länge l(t) möglich, allerdings nicht bei Umkehrpunkt-Detektion über die 
 Kraft. Da beide Möglichkeiten untersucht wurden, findet diese allgemeine 
 Variante weiter Verwendung. 
• function [fxy,fxypunkt] = Belastung(t) 
 Berechnet die momentane Länge und Geschwindigkeit der Deformations-
 vorgabe zum Zeitpunkt t 
• function f = dreieckfkt(t)/ fp = dreieckfktp(t) 
 Funktionswert, Ableitung der normierten Dreiecksfunktion zum  Zeitpunkt t 
• function plot_means(t,z) 
 Stellt die Relaxationsfunktionen (mean recoveries) der 3 unterschiedlichen 
 Amplitudenzyklen dar. Berechnet dabei Nullkorrektur. 
• function [tm,mean] = Mittelwert(t,z,tstart,no_cycles,T) 
 Berechnet Mittelwerte period. Funktionen über festgelegte Anzahl Daten-
 punkte  (hier aller 20 Zeitpunkte tp) mit Formel (T Periodendauer 
 überlagerter Zyklus) 
 
( ) 2
2
1 ( )
p
p
t T
mean p
t T
f t f t dt
T
+
−
= ∫  
 Damit filtert man die überlagerte kleine Amplitude aus dem Verlauf heraus. 
 Die Mittelwertberechnung erfolgt numerisch über Trapezregel, wobei über eine 
(6.7)
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 gesamte Periode integriert wird, der Mittelwert-Datenpunkt liegt genau in der 
 Mitte dieser Periode. Da am Beginn und Ende eines jeden Integrations-
 bereichs (aufgrund der nicht-äquidistanten Schrittweite im Solver des 
 generalisierten Maxwell-Elements) meist nicht genau ein Zeit-Datenpunkt 
 liegt, ist es für einen glatten Mittelwert-Verlauf notwendig, den dadurch nicht 
 erfassten End- und Anfangsbereich auch mit dieser „auszubesseren“, was in 
 dieser Form erfolgt. 
• function zkorr = NullKorrektur(tmean,zmean,tmean2,zmean2, … 
 Ermittelt die notwendige Nullkorrektur um „negative“ und „positive“ 
 Relaxationsverläufe zu symmetrisieren. Hier erfolgt das vereinfacht über 
 den Endwert der Kraft. Eine Betrachtung der Nullkorrektur an jedem Punkt 
 und davon Bildung des Mittelwertes ist für die Darstellung nicht notwendig. 
 
Für die Lösung des Maxwell-Elements wird, wie oben beschrieben, der ode15s DGL-
Solver für steife Systeme verwendet. Für das kontinuierliche Prandtl-Element ist der 
Standard Runge-Kutta-Solver ode45 (ähnlich wie der in C++ implementierte) am 
schnellsten. Die Fehlertoleranz der Solver wird entweder durch die angegebene 
relative Toleranz oder nahe bei einem Funktionswert von null durch die absolute 
Toleranz bestimmt. Das heißt der i-te Zeitschritt wird solange wiederholt, bis die 
Norm (Quadratsummennorm) des Residuumvektors ie  aus diesem Zeitschritt die 
Bedingung 
( )max RelTol , AbsToli ie y≤ ⋅  
erfüllt. Die Vorgaben differieren zwischen der sinus- und dreieckförmigen 
Deformationsvorgabe. So zum Beispiel braucht die Toleranz bei dreieckförmigem 
Verlauf nicht so hoch angegeben zu werden, da schon durch den Solver aufgrund der 
in der Ableitung unstetigen Verläufe eine kleinere Schrittweite gewählt wird. Noch 
ein Hinweis zu den Quelltexten: Das Merken von Variablen über einen 
Funktionsaufruf hinweg wird über persistent-Definition erreicht und global-Definition 
bedeutet in MATLAB nicht das Gleiche wie in C, oder C++. Eine global deklarierte 
Variable ist nur in den Funktionen bekannt, in denen sie auch explizit mit global 
deklariert wurde. Nur diese Funktionen greifen dann auf die gleiche Variable zu.
(6.8)
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Funktionsstruktur GenMaxwellModellKontiPrandtlAngepasst.m  
(Funktion parameter() ist nicht dargestellt, da fast in jeder Funktion verwendet): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   direkter Funktionsaufruf 
   indirekter Funktionsaufruf 
GesamtModell() 
 
 
● Solveroptionen für gen. Maxwell-Element (ode15s) 
● Zeitbereich Integration und Anfangsbedingungen für 
   generalisiertes Maxwell-Element 
● Kraft in jedem Maxwell-E. (mit ode15s) berechnen 
● Vektor für l(t) und dl(t)/dt berechnen 
● fi(t) von jedem Maxwell-E. aufsummieren 
● Kraft im generalisiertem Prandtl-E. berechnen 
● Ergebnisse plotten 
● Relaxationsfunktionen berechnen und plotten 
PlotLetzteZyklen(t,fxy,F) 
ode15s(@qpunkt,tspan,q0,options) 
qpunkt(t,q) 
plot_means(t,z) 
fpunkt(t,f) 
ode45(@fpunkt,tspan,[0],options_event) FindeUmkehrpunkt(t,f) 
Belastung(t) 
dreieckfkt(t)/dreieckfktp(t) 
PrandtlReuss_Kontinuum(t,tstart) 
Mittelwert(t,z,tstart,no_cycles,T) NullKorrektur(...) 
Kontinuierliches Prandtl-Element 
generalisiertes Maxwell-Element 
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6.3 Teilweise Umsetzung unter C++ 
Das C++-Programm wurde mit dem Borland C++ Builder 6 unter Windows 
kompiliert. Es besteht nur eine teilweise Umsetzung, da die Arbeit an dieser Variante, 
aus den schon genannten Gründen, im Laufe der Bearbeitung des Themas eingestellt 
wurde. Das Programm besteht aus den Dateien: 
• DglStart.cpp: Enthält Startfunktion (main-function) und Definition der 
Funktion, die Ableitung aller inneren Variablen für DGL-Solver zurückgibt, 
worin auch die Deformationsvorgabe l(t) beschrieben ist. 
• odesolver.cpp: Beinhaltet die Umsetzung des DGL-Solvers. 
• ausgabe.cpp: Enthält die Datei-Ausgabe der Ergebnisse, die Funktion mit der 
Kraft im Prandtl-Element berechnet wird, sowie das Zusammenrechnen der 
einzelnen Kraftvektoren. 
• additional_math.cpp: Beinhaltet normierte Dreieckfunktion 
Die Kurven werden wieder in MATLAB gezeichnet, sodass die exe-Datei Projekt1.exe 
auch über MATLAB mithilfe des Scripts DglBerechnung.m gestartet werden kann, 
wobei die Darstellung des Zeitverlaufs und der Hysteresekurven dann selbstständig 
erfolgt. Ebenso bei der Funktion zum Berechnen des Mittelwertes, welche auch 
vorteilhaft über das MATLAB-Script Mittelwertberechnung.m gestartet werden 
kann. Die Mittelwertberechnung besteht aus  
• calcsigmamean.cpp: Beinhaltet die main-function, das Auslesen der 
Ergebnisdaten und die Mittelwertberechnung (diese arbeitet allerdings noch 
mit der Rechteckregel, ohne „ausbessern“ des Anfangs-, Endbereiches, weshalb 
die Relaxationsverläufe nicht sehr glatt sind). 
 
Für den DGL-Solver des Maxwell-Elements wurde ein Runge-Kutta-Solver 
(Einschrittsolver) mit Einbettungsformel nach Dormand-Prince implementiert. Dieser 
berechnet mit minimalen numerischen Aufwand zwei Funktionswerte, aus einem 
Runge-Kutta-Verfahren 4. und 5. Ordnung. Die Differenz dieser beiden Funktions-
werte ist ein Maß für die Krümmung und kann vorteilhaft zur adaptiven 
Schrittweitenanpassung genutzt werden. Der Solver ist ebenso schnell und genau wie 
der ode45 von MATLAB, der ähnlich aufgebaut ist. 
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7. Zusammenfassung 
Im Ergebnis dieser Arbeit wurde ein rheologisches Materialmodell entwickelt, welches 
wesentliche Eigenschaften von technischen Gummimaterialien mit Füllstoffen 
nachbilden kann. Insbesondere handelt es sich dabei um das in den Zielstellungen 
genannte spezielle Relaxationsverhalten nach Amplitudensprüngen unter zyklischen 
Deformationsvorgaben, mit auftretenden Offset-Spannungen und einem amplituden- 
und frequenzabhängigen Speichermodul G’. Als Basis für das Modell dienen dabei 
vorliegende neuartige Messungen an Beispielmaterialien. 
 
Beschränkt wird sich im Modell auf die Theorie der linearen Viskoelastizität und 
einem linearen Zusammenhang zwischen Spannungs-Verzerrungs-Änderungen (bzw. 
hier zwischen Kraft und Längung) in enthaltenen elastischen Elementen (Federn). Im 
Allgemeinen bedingt das infinitesimale Verzerrungen. Aufgrund der Betrachtung eines 
einfachen Schubversuchs (Æ Addition der Fxy Komponenten des Deformations-
gradienten bei hintereinander geschalteten Elementen möglich) mit der Annahme von 
Inkompressibilität und dem angesetzten hyperelastischen Stoffgesetz für die Federn, 
ist diese Betrachtung auch für große Scherungen zulässig. 
 
Aufgrund des Vorliegens experimenteller Ergebnisse für bestimmte periodische 
Scherzyklen (Referenzmessung), wurde das Modell primär auch für periodische 
Deformationen entwickelt. Einer Verwendung beliebiger Deformationen, ohne das 
Vorhandensein konkreter Frequenzen, dafür mit kennzeichnenden Deformations-
geschwindigkeiten, steht nichts entgegen, das Verhalten wurde aber diesbezüglich 
nicht verifiziert.  
 
Die Wahl für die in der Arbeit entstandene Verschaltung von rheologischen 
Elementen wurde, aufgrund der nachfolgend unter den verwendeten Elementen kurz 
aufgeführten Anforderungen, getroffen. Das finale Modell beinhaltet 
• Einen rein elastischen Bestandteil: Lineare Feder, zur Nachbildung der 
Festkörpereigenschaft Æ kein Abbau von Spannungen unter konstanter 
Deformation. 
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• Einen viskoelastischen Bestandteil: Realisiert über n Maxwell-Elemente, die für 
das typische materialabhängige Relaxationsverhalten verantwortlich sind. 
Dabei werden generalisierte Maxwell-Elemente zur Modellierung einer 
bestimmten Geschwindigkeitsabhängigkeit der Relaxation verwendet. Darauf 
aufbauend wird ein Ansatz für eine (Geschwindigkeits-) Frequenzabhängigkeit 
des Verlustmoduls G’’ vorgeschlagen, über den eine Einflussnahme auf das 
Relaxationsverhalten möglich ist, sowie eine viskoelastische Repräsentation 
über einen fraktionalen Zusammenhang, um Variation im Relaxationsverhalten  
 zu erreichen. 
• Einen elastoplastischen Bestandteil, worin ein generalisiertes kontinuierliches 
Prandtl-Element Anwendung findet. Damit wird eine verbleibende amplituden-
abhängige Offset-Spannung, nach Rückkehr in die Ausgangslage 
(Referenzkonfiguration), modelliert. Die Möglichkeit der Einstellung dieses 
Offsetwertes wird auch über eine endliche Anzahl diskreter Prandtl-Elemente 
diskutiert, die gleichzeitig die Basis für das kontinuierliche Prandtl-Element 
darstellen. 
 
Eine vollständige Übereinstimmung der Referenzmessungen mit der Simulation des 
Modells konnte noch nicht erreicht werden. So zum Beispiel stimmt die Simulation 
zickzack-förmiger Deformationsvorgaben, wie im Relaxationsverhalten sichtbar, nicht 
vollständig mit den Messungen überein. Ebenso sind die Offset-Spannungen bei 
Verwendung des kontinuierlichen Prandtl-Elements mit der angesetzten einfachen 
Beschreibungsfunktion g nur schwer genau einzustellen. Die in den Messungen 
vorhandene Amplitudenabhängigkeit des Speicher- und Verlustmoduls ist ebenfalls 
nur begrenzt über das Modell einstellbar und es dominiert eine Frequenzabhängigkeit 
der beiden Größen. Grenzen des finalen Modells finden sich insbesondere in der 
Einschränkung auf den einfachen Scherversuch. Eine kontinuumsmechanische 
Umsetzung des vorgeschlagenen Modells, wird mit Sicherheit durch das 
kontinuierliche Prandtl-Element erschwert. 
 
Im Hinblick auf weiterführende Arbeiten erscheint es insbesondere sinnvoll, die 
Möglichkeiten einer amplituden- bzw. geschwindigkeitsabhängigen Modellierung von 
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G’ und G’’, sowie andere Relaxationsfunktionen für das generalisierte Maxwell-
Element, weiterzuverfolgen. 
 
Die Arbeit insgesamt sei als Beitrag zur Simulation von technischen 
Gummimaterialien zu verstehen. Sie dient dem Ziel, ein wenig mehr von der 
bestehenden Lücke einer einfachen Beschreibung von Elastomeren zu schließen und 
Entwicklern Möglichkeiten in die Hand zu geben, den Einsatz (dynamisch) 
hochbelasteter Elastomere in Zukunft noch produktiver und genauer zu simulieren. 
 
Dem interessierten Leser sei, zu dieser Arbeit passend und weiterführend, im 
Besonderen folgende Literatur empfohlen: Ahmadi/Ihlemann/Muhr 2007/2005, Haupt 
2002, Christensen 2003, Krawietz 1986, Ihlemann 2003 sowie Sedlan 2000. 
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